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Vopwopt. 



Die vorliegende ZusammenstelluDg der Grundzüge der Festigkeitslehre 
ist aus meinen Vorträgen am Ky£fhäaser-Technikam in Frankenhausen her- 
vorgegangen, und ich hoffe, dafi die Arbeit vielen Wißbegierigen ein Leitfaden 
auf dem Wege sein wird. Wenn auch die Literatur auf diesem Gebiete 
ziemlich reichhaltig ist, bin ich doch gern der Anregung von selten des ver- 
ehrten Leiters der Anstalt, ein Buch wie das vorliegende auszugeben, gefolgt, 
zumal ich als Lehrer oft genug Gelegenheit hatte, verschiedenes in den mir 
bekannten Lehrbüchern anders zu wünschen. Außerdem gewinnt der Lehrer 
viel Zeit ftlr die Uebungen, wenn der Vortrag in seinen HauptzOgen gedruckt 
vorliegt, weil dann das zeitraubende Diktieren fortfallen kann. 

Es ist hier größtes Gewicht auf Einfachheit und Anschaulichkeit gelegt 
worden. Die theoretischen Betrachtungen sind möglichst kurz gefaßt, und 
nur das, welches für das praktische Verständnis erforderlich schien, wurde 
berührt. Der Vollständigkeit halber sind die üblichen Herleitungen der Aus- 
drücke für Trägheitsmomente usw. mit aufgenommen worden. 

Da es von größter Bedeutung ist, daß die Anwendungen der theoretischen 
Lehrsätze gründlich eingeübt werden, wurde eine große Reihe der Praxis 
entnommener Beispiele nebst erklärenden Skizzen beigefügt. 



Frankenhausen a. K. im Juli 1904. 
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§ 1. 

Defimtion und allgemeine Begriffe. 

Wenn man die Körper in der Natur betrachtet, so zeigt es sich, daß 
sie alle elastisch sind, d. h. sie lassen sich durch äußere Kräfte mehr 
oder weniger zusammendrücken oder ausdehnen. Ihre Form und ihr Volumen 
können durch äußere Kräfte geändert werden. 

Die inneren Kräfte, welche die kleinsten Teile — die Fasern und 
Molektlle — eines Körpers zu einem Körper überhaupt zusammenbinden, 
d. h. die Kohäsionskräfte^ setzen den Formänderungsbestrebungen der äußeren 
EjTäfte einen gewissen Widerstand entgegen. Dieser Widerstand der 
Materialkräfte bildet die Festigkeit des Körpers. 

Die Festigkeit eines Körpers wird erst durch die äußeren Kräfte wach- 
gerufen^ und die Festigkeitseigenschaften eines Materials werden in demselben 
Maße mehr in Anspruch genommen, wie die äußere Beanspruchung wächst« 

Bei der Formänderung werden die Moleküle des Körpers verschoben, 
und durch die äußeren Kräfte gezwungen, eine neue Gleichgewichtslage ein- 
zunehmen. Durch diese Verschiebung der kleinsten Teile werden die zwischen 
denselben herrschenden Kohäsionskräfte in bezug auf ihre Größe geändert, weil 
die Abstände zwischen den Molekülen geändert werden. Diese Kräftever- 
änderung in dem inneren Zusammenhange des Körpers, welche der äußeren 
Kräftebeanspruchung das Gleichgewicht bietet^ ruft im Inneren des Körpers 
einen Spannungszustand hervor. Nach dieser Anschauung sehen wir, 
daß die inneren Kräfte in jedem Augenblick den äußeren Kräften das 
Gleichgewicht halten. 

Die Festigkeitslehre untersucht die Größe und Art der Kräftewirkungen 
auf die Körper und stellt durch die Gleichgewichtsbedingungen die 
gegenseitigen Beziehungen zwischen den äußeren und inneren Kräften fest. 
Diese Beziehungen hängen von dem Material und von der Form und der 
Größe des Körpers ab. Mit Hülfe der so gefundenen Gleichungen kann 
die Festigkeitslehre ihren Zweck — die Bestimmung der Abmessungen 
eines Körpers — erreichen. 

Der Zusammenhang zwischen Formveränderung und Spannungszustand 
der inneren Kräfte ist aber bei verschiedenen Körpern verschieden. Er 
hängt von der größeren oder kleineren Elastizität des Materiales ab. Zur 
Bestimmung dieses Zusammenhanges muß man die sogenannten Elastizitäts- 
konstanten kennen. Diese lassen sich durch Versuche ein für allemal 
für jedes Material bestimmen und können dann in Tabellen form zusammen- 
gestellt werden. 

In dem Folgenden betrachten wir hauptsächlich nur gerade, stab- 
förmige Körper, und in den meisten Fällen noch dazu solche, die pris- 
matisch sind, d. h. solche, deren Querschnitte überall gleich groß und von 
gleicher Form sind. Weiter nehmen wir an, daß die betrachteten Körper 
homogen sind, d. h. in allen ihren Teilen von derselben Zusammensetzung. 

Ahlberg, FestigkeitBlehre. 1 



Wenn man sich vorsteilty daß je zwei benachbarte Qaerschnitte des 
Körpers dnrch die inneren kleinen Spannnngskräfte zwischen den ent- 
spi^echenden Molekülen miteinander verbanden sind, und daß man die Summe 
dieser kleinen Spannnngskräfte für jedes cm^ des Qnerschnittes 
gebildet hat^ so gibt diese Snmme die sogenannte spezifische Spannung. 
Diese ist also ^Spannkraft pro Flächeneinheit^ und sie hängt von 
der Stärke der äußeren Belastung ab und wächst mit dieser, ebenso wie die 
Formänderung. 

Läßt man die äußeren Kräfte immer mehr wachsen, so wächst auch der 
innere Spannungswiderstand und erreicht zuletzt seinen höchsten Wert, d. h. 
die Kohäsionskräfte der Moleküle werden schließlich überwunden, und der 
Körper zerteilt sich in dem Querschnitt, wo er am schwächsten ist. Diesen 
Qberhaupt erreichbaren höchsten Wert der inneren Spannkraft nennt man die 
Bruchspannung, und die äußere hierbei wirkende Belastung die Bruch- 
last. Weiter sagt man, daß die Bruchgrenze in diesem Falle über- 
schritten worden war. Wenn der Stab einer dauerhaften Konstruktion 
angehören soll, so darf die Spannung im Innern nur einen gewissen zu- 
lässigen Wert erreichen, der weit unterhalb der Bruchspannung liegt. 

Nimmt man die äußeren Kräfte, die äußeren Lasten, weg, nachdem sie 
an dem Körper angebracht waren, wobei sie innere Spannungen hervorgerufen 
hatten, so verschwinden im allgemeinen diese inneren Spannungen wieder im 
selben Moment, die hervorgerufene Formänderung des Körpers geht zurück, 
und der Körper nimmt seine ursprüngliche Gestalt wieder an. Je voll- 
kommener und schneller dies geschieht, desto mehr elastisch ist der 
Körper. Es kann aber der Fall eintreten, daß der Körper nicht mehr — 
nach der Entlastung — seine ursprüngliche Gestalt in vollem Maße wieder 
annimmt, sondern daß ein Teil der Formänderung bestehen bleibt. In diesem 
Falle ist die Beanspruchung durch die äußeren Lasten so groß gewesen, 
daß die inneren Spannungen eine neue, bleibende Gleichgewichtslage ein- 
nehmen mußten; die Verschiebung der Moleküle konnte nach der Entfernung 
der äußeren Kräfte nicht mehr vollständig zurückgehen. In diesem Falle 
sagt man, daß die Elastizitätsgrenze des Materiales überschritten worden 
war. Die innere Spannung hatte einen für dauerhafte Konstruktionen 
unzulässig hohen Wert erreicht. 

Die Elastizitätsgrenze ist also die Belastungsgrenze, bis zu welcher 
die Formänderung eines Körpers getrieben werden kann, ohne daß diese 
Formänderung in praktisch unzulässig hohem Maße dauernd wird. 

Die Bruchgrenze ist die Belastungsgrenze, bei welcher die Form- 
änderung in ein Zerreißen, in einen Bruch des Körpers übergeht. 

In den Festigkeitsrechnungen bezeichnen wir eme spezifische 
Spannung im allgemeinen mit a, und messen sie in kg pro 

cm» (^). 

ote Brnchapannung bezeichnen wir mit K, und sie gibt den höchsten 
Wprt Af^r Snannune <» an (bei der Brachgrenze). 

Die zu laß 8 i|e Spannung, d.h. den höchsten Wert, den die spezifische 
Snannunff » bei dauerhaften Konstruktionen noch annehmen darf, bezeichnen 
wk mk 1; hierbei ist k ein Teil von ÜT, und man schreibt 

k= ^ 



■wo 



S ' 
S der Sicherheitsgrad gegen Bruch genannt wird. 



Man hat beobachtet^ daß die Anstrengung eines Materiaies ganz ver- 
schieden ist bei verschiedener Art der Eräftewirkung, so daß eine Kraft 
einen Stab einmal zum Bruch bringen kann^ wogegen ein ganz ähnlicher 
Stab dieselbe Kraft bei anderer Wirkungsweise ein andermal gut vertragen 
kann. Wöhler hat weitläufige Versuche auf diesem Gebiete angestellt. Er 
betrachtete drei Hauptarten der Eräftewirkung und bestimmte fttr diese 
drei Fälle die zulässigen Spannungen fUr die am häufigsten vorkommenden 
Materialien. Natürlich kommen in der Praxis sehr viele Fälle vor, wo keine 
von diesen drei Hauptarten genau auf die tatsächlichen Verhältnisse pafit. 
Dann ist es eine Beurteilungssache des Konstrukteurs, die richtigen Werte 
anzunehmen, je nachdem der Fall näher an der einen oder der anderen der 
drei Hauptarten der Kräftewirkung liegt. 

Die Kraft kann 

1. von allmählich bis auf ihren größten Wert P heranwachsen und 
dann ruhig so verbleiben, oder 

2. sie kann, nachdem sie ihren größten Wert P erreicht hat, allmählich 
wieder bis auf abnehmen, dann wieder wachsen, dann ab- 
nehmen usw., immer zwischen und dem größten Wert P 
pulsieren, oder 

3. sie kann nach beiden Seiten hin abwechselnd wirken und somit 
stetig zwischen +P und — P wechseln. 

Im ersten Falle wird die Festigkeit des Körpers am wenigsten bean- 
sprucht, im dritten Falle ist die Materialanstrengung am größten. Bei der 
dritten Art der Kräftewirkung zerbricht ein Stab am schnellsten, und zwar 
verhalten sich die zulässigen Spannungen in den drei Fällen wie 3:2:1. 

Die Wöhlerschen Ergebnisse sind nachher von anderen nachgeprüft worden. 
In der folgenden Tabelle sind die gefundenen zulässigen Spannungen 
bei verschiedener Kräftewirkung zusammengestellt. 

Tabelle über zulässige Spannungen verschiedener Materialien. 



Art der 
Kräftewirkung 




Schweiß- 
eisen 


Floß 


eisen 

bis 


FluB 
von 


(Stahl 

bis 


Stahlguß 
von 1 bis 


Gußeisen 




I 


900 


900 


1200 


1200 


löOO 


600 


900 


300 


Zug ÄTs kg/cm' 


II 


600 


600 


800 


800 


1000 


400 


600 


200 




III 


300 


300 


400 


400 


500 


200 


300 


100 


Druck k kg/cm^ 


I 
11 


900 
600 


900 
600 


1200 
800 


1200 
800 


1500 
1000 


900 
600 


1200 
900 


900 
600 




I 


900 


900 


1200 


1200 


1500 


750 


1050 


- 300 


Biegung A^ kg/cm^ 


II 


600 


600 


800 


800 


1000 


500 


700 


— 200 




III 


300 


300 


400 


400 


500 


250 


350 


— 100 




I 


720 


720 


%0 


960 


1200 


480 


840 


-- 300 


Schub ik, kg/cm 2 


II 


480 


480 


640 


640 


800 


320 


560 


-^ 200 




ni 


240 


240 


320 


320 


400 


160 


280 


- 100 




I 


360 


600 


840 


900 


1200 


480 


840 


- 300 


Drehung Är^ kg/cm^ 


II 


240 


400 


560 


600 


800 


320 


560 


- 200 




III 


120 


200 


280 


300 


400 


160 


280 


- 100 



^ 





Zug kz 


Druck k 


Schub k^ 


Eichen- und Buchenholz 

Kiefernholz 


100 

100 

60 


80 
60 
50 


20 
10 


Tannenholz 


(8) 




Granit 




45 
15-^30 

7 
11 (12) 

25 

2,5 (-:-5) 




Sandstein, je nach Uärte 

Ziegelmauerwerk mit Kalkmörtel . 

„ ^ Zementmörtel 

Glas 




Guter Baugrund 





Bruchspannungen ftlr verschiedene Materialien: 



Material 



Kg in kg/cm^ 



K in kg/cm' 



SchweiBeisen . . 
Flußeisen. . . . 
Flußstahl. . . . 
Federstahl . . . 
Stahlguß .... 
Gußeisen .... 

Rotguß 

Messing .... 

Zink 

Zinn 

Kupferblech . . 
Eisendraht . . . 
Tiegelstahldraht 
Kupferdraht . . 
Messingdraht . . 

Kiefernholz. . . 
Eichenholz . . . 
Fichtenholz . . . 

Ziegelmauerwerk 

Granit 

Kalkstein. . . . 

Papier 

Manilahanf . . 
Lederriemen 



3300 -^ 4000 

3400 ^- 4400 

4500-^-10000 und mehr 

7500-^-9000 „ „ 

3500 -:- 7000 „ „ 

1200 -^- 1800 

2000 

1650 

1900 

350 



2000 
5600 
9000 



:-2300 
7000 
19000 



4000 
5000 



790 
905 
750 



neu 1200, alt 500 
250-^450 



7000 :- 8000 



1000 



280 


345 


245 


140 


800 : 2000 


400 -^ 2000 



1500 
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Bei der Herleitung der Abmessungen von Maschinenteilen ans den bean- 
spruchenden Kräften sind drei Gesichtspunkte festzuhalten^ wenn man die 
Rücksichten auf Herstellung, Fortschaffung; Abnutzung usw. nicht mitzählt: 

1. In keinem Punkte des Körpers darf die „zulässige Spannung^ k 
überschritten werden. 

2. Die Oesamt-Formänderung des Maschinenteiles muß innerhalb 
der Grenzen bleiben, die durch den Zweck des Teiles oder dessen 
Zusammenhang mit anderen Teilen gegeben sind. 

3. Der Maschinenteil mufi sich etwaigen bewegten Massen gegenüber 
(Stöfie) genügend widerstandsfähig zeigen. 

In Uebereinstimmung hiermit begegnen uns in der Praxis dreiHaupt- 
arten von Festigkeitsaufgaben. Es kann verlangt werden entweder 

1. die zulässige Belastung für einen gegebenen Körper, oder 

2. die nötigen Abmessungen und das passende Material ftir 
einen Körper bei gegebenen Kräftewirkungen, oder 

3. die Formänderungen eines gegebenen Körpers unter der Ein- 
wirkung von gegebenen Kräften zu bestimmen. 



Nach der Wirkungsart der äufieren ELräfte unterscheidet man 

a) sogenannte einfache Festigkeit, 

b) zusammengesetzte Festigkeit. 

Man unterscheidet weiter folgende Arten der einfachen Festigkeit: 

I. Die Zugfettigkeit. 

Die äußere Kraft wirkt hier in der Stabachse, also senkrecht zu den 
Querschnitten des Stabes, und sucht den Stab zu verlängern. 



^^y^^ä 



Ui 



\ 



mu 



ü' 



mm 




II. Die Druckfestigkeit. 

Die äußere Kraft wirkt in der Stabachse senkrecht zu den Querschnitten 
und sucht den Stab zusammenzudrucken. 



^ 



müiii£' 
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III. Di» Schub-, Scher- oder Abscherungsfestigkeit. 
Die ändere Kraft wirkt io der Ebene des betrachteteo Querschnittea, 
also senkrecht zur Stabanbse, aod versacbt swei benschbarte Querschnitte 
parallel zneinander zu verschieben, d. h. den Stab abzuschneiden. 




IV. Die Blegungtfestigkeit. 
Die äußeren Kräfte geben fUr den in Betracht gezogenen Querschnitt 
ein Kräflepaar — 'ein biegendes Uoment — , dessen Ebene senkreeht 
Bu der Qaerschnittsebene steht. Die Ebene des Kräftepaares geht durch die 
Läi^sachse des Stabes. Das Moment sucht den Stab durchsubiegen. 



%q 






V. Die Drehflngsfeetigkeit. 

Die äußeren Kräfte geben hier 
fttr den betrachteten Querschnitt ein 
^ Kräftepaar — ein Drehmoment 
— , dessen Ebene senkrecht zur 
Stabachse steht, und welches den 
Körper um seine Längsachse zu 
verdrehen sucht. 

Wenn die äußeren Kräfte in 

einem betrachteten Stabquerschnitt 

zu gleicher Zeit mehrere von den 

obigen Wirkungen ausüben, so hat man sogenannte zusammengesetzte 

Festigkeit, z. B. Zug und Biegung, Biegung und Drehung usw. 



Besonders für sich ist die sogenannte Knickfestigkeit zn betrachten. 
Diese ist eine Art Drnekfestigkeit, weil die Qoerschnitte durch drückende 
NormalkrUfte beansprucht werden. Es besteht aber 
auch eine Gefahr der Durchbiegung und infolgedessen 
der Zerknicknng, weil die Stabachse hier im Verhältnis 4 9^ 

zum Querschnitt gTO& ist. 4~ —r! 



§2. 
Zug- und Druckfestigkeit. 

Wenn eine innere Zng- oder Druckkraft P 
anf einen Körper einwirkt, so bleibt dieser nur dann 
in Rnhe im Banme, wenn durch die Befestigung 
oder Auflagerung eine der angreifenden entgegen- 
gesetzte, gleich große Gegenkraft — P am anderen 
Ende des Körpers wachgerufen wird. (Siehe Fig. 12 
und 13.) In den zwiscbenliegenden Qaersohnitten des 
stabförmigen Körpers werden hierbei Zug- biw. Druck- 
spannungen wachgerufen. 

Wenn eine änWe Zugkraft P wirkt, eo be- 
zeichnen wir die innere Spannkraft pro cm' der 
Qnerschnittafläche mit 0,. Die Summe aller dieser 
Spannungen über den ganzen Querschnitt h&lt in jedem Augenblick der 
äußeren Kraft P das Gleichgewicht. 




Itt t./'. 






w 



fe»./!^- 



£b muß also sein: 
QuersohnittafUehe t 



P=:S a^, wo die Summe <s. Über die ganze 
in ^cm' zu erstrecken ist. 
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Haben wir dagegen eine Druckkraft P, so maß in derselben Weise 

P = 2 a, 

sein, wo a die innere Druckspannung des Querschnittes bedeutet. 

Weil die Querschnittsfläche aus Pcm' besteht und jedes cm' eine 
innere Spannkraft = a, kg besitzt, so ist 

2 o, = jP • o, bzw. 2 o = P • a. 

Somit ergibt sich der Zusammenhang zwischen den äußeren und inneren 
Kräften aus der Formel 

JP= F ' 0, bzw. JP= F ' a. 

Hier bedeutet: 

P die äußere Zug- oder Druckkraft in kg, 

P die Querschnittsfläche in cm', 

Og bzw. o die spezifische Zug- bzw. Druckspannung in kg/cm'. 

Mit Hülfe dieser beiden Gleichungen können wir die Abmessungen eines 
Körpers, der auf Zug- bzw. Druckfestigkeit beansprucht ist, bestimmen, wenn 
wir statt o^ (bzw. o) die für jeden Fall zulässige Spannung {k^ bzw. k) 
einführen. Wir haben also für die Zugfestigkeit die Formel: 

F= F'k, 

und für die Druckfestigkeit: 

P=F' k. 

Eine von diesen drei Orößen : P, P oder k kann hieraus bestimmt werden^ 
wenn die beiden anderen bekannt sind. 

Die Bruchlast (Pmax) eines Körpers ergibt sich ans den obigen Olei- 
chungen, wenn wir anstatt o. (bzw. o) den Wert K^ (bzw. TT), d. h. die 
Bruchspannung des Materiales, einführen; somit ist: 

F„^ = F' K, bzw. F„^ = F' K. 



Formfinderung bei Zug- und Druckbeanspruchung. 

Wenn man die Verlängerung A2 oder die Verkürzung — AZ (die 
Zusammendrückung) eines auf Zug oder Druck beanspruchten Körpers be- 
stimmen will, muß man die Elastizitätseigenschaften des Materials kennen. 

Wir nehmen an, daß ein Stab von der Länge l durch eine Kraft P 
auf Zug beansprucht wird. 

Wenn die Oesamtverlängerung hierbei äl ist, so wird das Verhältnis 

Al 



l 



die „Dehnung" genannt. Die Dehnung bedeutet also „die Verlängerung 
pro Längeneinheit." 

Die Verlängerung eines Körpers ruft eine Spannung zwischen den 
kleinsten Teilen hervor. Wie Versuche gezeigt haben, bleibt die Verlängerung 
eines Stabes — innerhalb der Elastizitätsgrenze — der wirkenden 
Kraft proportional. Wenn der Proportionalitätsfaktor mit E bezeichnet wird, 

^- 1.^^^ .M<k«. aIsa aAlil>AlHAn * 



so kann man also schreiben: 



a^ Spannkraft pro Flächeneinheit 

■^ ^^ IT Verlängerung pro Längeneinheit 



Der Faktor E ist nar abhängig vom Material des Stabes. Für ver- 
schiedene Materialien findet man — durch Versuche — verschiedene Werte 
für E, Dieser Faktor E wird Elastizitätsmodul genannt. 

Ans der Gleichung -^ = E ergibt sich 



= s • JB. 



e 
Cg = e 

In diese Gleichung können wir die Werte 

P 



und 

Dann ergibt sich 

oder daraus 



8 : 

P 
F 



~ F 
_ A/ 

~ l 
= E' 



einfuhren. 

AZ 
l 



T 



//////////// 



Ai = 



P. l 



^M^S^ 



Diese Gleichung heißt das Hooke*8che Gesetz 
und wird benutzt, wenn man die Verlängerung (bzw. 
Verkürzung) eines Stabes berechnen will. Aus der 

Gleichung E=-^ sehen wir, daß der Elastizitätsmodul J? 

e 

gleich der Spannkraft ist, welche eine Verlängerung (AQ 
eines Stabes, gleich seiner ursprünglichen Länge (/) ver- 
ursacht, denn e ist = 1 für A Z = Z. 

Die obigen Betrachtungen gelten auch sinngemäß, wenn 
der Stab auf Druck mit einer Kraft P beansprucht wird. 

Werte für den Elastizitätsmodul E: 



äf 



Material 



E in kg/cm 2 



Schweißeisen . . , 
Flußeisen . . . . 
Flußstahl . . . . 

Stahlguß 

Gußeisen 

Messing, gegossen 

Rotguß 

Zink 

Zinn 

Blei, weich . . . . 
Kupferdraht . . . 
Messingdraht . . , 
Kiefernholz. . . . 
Eichenholz . . . . 
Fichtenholz. . . . 
Lederriemen . . < 
Glas 



2000000 

2150000 

2200000 

2150000 

750000 -^ 1050000 

800000 

900000 

150000 

400000 

50000 

1300000 

1000000 

90000 

108000 

92000 

alt: 2250; neu: 1250 

700000 



/ 



Li 



«je 



^ 
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§ 3. 

Beispiele zur Zug- und Druckfestigkeit 

Beispiel 1: Welche Last (P) kann ein flu&eisenier Stab von quadra- 
tischem Qaerschnitt (F=:s^) mit 2 cm Seitenlänge ($ = 2 cm) — bei fünf- 
facher Sicherheit tragen? 

In die Gleichung 

haben wir folgende Werte einzuführen: 

F = $^ — (2)* cm» 

- K^ 4000 , j 

Ä:, — -^ = — ^— ~~ 800 kg/cm'. 




S 



5 



Damit ergibt sich: 

P = (2)* . 800 ^-: 3200 kg. 



Beispiel 2: Wieviel kann obiger Stab bei acht- 
facher Sicherheit im besten Falle tragen? 



Die Bruchfestigkeit für das beste Flußeisen ist: 

K, = 4400 kg/cm*. 

Daher hier: 

^ 4400 ^ ^^^ ^^^^^^ 



k 



und daraus: 



P r- 4 . 550 -= 2200 kg. 



Beispiel 3: Bei welcher Belastung zerreißt der obige Stab? 

Die Festigkeit des Materiales ist im besten Falle K, = 4400 kg/cm' 
Dann gibt die Gleichung 

JPmaae = F • JK. 

P^, = 4 . 4400 = 17 600 kg. 



{/((kl 



%i 



T* Beispiel 4: Wieviel verlängert sich obiger Stab bei 

einer Belastung von P = 3500 kg, wenn die ursprüngliche 
Länge = 5 m ist? 



\ 



P ' l 

Die Gleichung j ? = j^^ j^ gibt mit den Werten: 

3500 - 500 



P = 3500 kg 
Z = 500 cm 
E = 2 150000kg/cm2 
P = 4 cm' 



M = 
35 



2 150 000 . 4 



= -yr2 "^ ^ ®'^ ^™' 
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Beispiel 5: Wie stark mu£ eine Hängesäule 
aus Kiefernholz sein, wenn sie bei achtfacher Sicher- 
heit eine Last von 20 000 kg tragen soll? 



Hier ist : K^ 
Also: 



790 kg/cm' und k. 



790 



8 



V — — — ^^^^^ -_ 
- k] - 790/g - 

i?' = ^ 200 cm2 = 10 X 20 cm. 



20 000-8 
790 




Beispiel 6: Bei einer gußeisernen Säule mit kreisringfOrmigem Quer- 
schnitt wird 810 kg/cm^ als zulässige Druckspannung erachtet. Wie stark 
(8) muß die Wandung sein, wenn eine Drucklast von 100 000 kg auf der 
Säule ruht und der innere Durchmesser = 10 cm ist? 



Die Gleichung P = JP • fc gibt mit den Werten : 



100 000 
daraus : 



P = 100 000 kg 

^ TCD« IT (10)^ 

k = 810 kg/cm' 

IC D^ T. (10)^ 



,.? %^ 



~\ 4 



).810, 



= - 202 cm^ 



Somit: X> = 16 cm 
d = 10 „ 



■^ 



und 8 = 



D ^ d 
2 



^^T77777 7777777? 



^ 




16 — 10 
2 



= 3,0 cm. 



Beispiel 7: Wie groß ist die spezifische 
Druckspannung (o) in einem rechteckigen Querschnitt 
{F = 10 y, 15 cm*), wenn darauf eine Last von 



30000 kg ruht? 



Die Gleichung F = F - a gibt mit den Werten : 



I 



P = 30 000 kg 

F= lOX 15 = 150 cm' 



P 
F 



30000 
150 



= 200 kg/cm'. 



t 



r7r47777777 ////// 




W^g 



'lot«** 
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Beispiel 8: Eine kurze guäeiaeme S&nle von ringfljrmigem Qaerachnitt 
ist mit 80 Tonnen auf Drack beUstet. Der Sufiere Durehmesaer ist = 40 cm. 
Wie stark muß die Wandung sein, wenn die Sicherheit gegen ZerdrU^en eioe 
zehnfache sein soll'? 



<!■ 



In die Gleicbnng 
P 
fuhren wir die Werte: 
(P = 80000 kg 



— 3~— I J?" 7000 

*=:-=- = -—- = 700 kg/cm' ein. Dann ergibt »ich : 



• fi//// //> '■ ////)■'/// 



IC (40)' 
it d* 700 . 4 



700 
80000 



itd' 



Darana : 
und: 



700 
= -lUO cm'. 

d = ~ 38 cm 

40 - 38 



Beiapiel 9: Wie groß muß die Auflagerfläche der obigen Säule aein, 
wenn sie auf Granit ruht? 



m770m7''- 



Für Granit iet: 

und damit: 

P _ 80000 

k ~ 45 



45 kg/om' 

= 1780 cm" = - (46)*. 



%«- 



Beispiel 10: Wieviel iat die obige Säule durch 
die Belastung von 80000 kg znaammengedrHckt 
worden, wenn die nraprUngliche Länge = 4 m war? 



%7/ 



Das Hooke'sche Gesetz lautet: 



Hier iat: 

f P = 80000 kg 
) / = 400 cm 
1 i? — - 800000 kg/cm' 
/' = ~lX7r-39 = 122cm' 



Also: 
_ 80000 ■ 400 



Beispiel 11: Welche Länge hat ein Drahtseil von 2 cm Stärke in dem 
Aagenblick, wo es dnrch sein Eigengewicht zerrissen wird? 



-%i 



Ein solches Seil hat ein nn- 
geffthres Gewicht von 1,4 kg pro 
lanfendes Meter nnd dieBmch- 
last des Seiles ist ~ 18000 kg. 

DcT oberste Querschnitt ist am 
meisten beansprucht, nnd das Seil 
zerreißt hei einer Länge von: 
18000 



%t)tlt- 



l . 



1,4 



- 12S60 I 



Beispiel 12: Die Lasttrftger- 
konstrnktion in Fig. 25 besteht ans 
zwei EjefernholzstXbcn. Am äuße- 
ren Ende hängt eine Last von 
2000 kg. — Wie stark müssen 
die beiden Stäbe sein? 



Eine graphische Ermittlung cp 

(Fig. 26) zeigt, daß die beiden 
Stabkräfte (S, und S,) nntereinander und mit P gleich groß sind.") 
Also: 
S, = S, = P = 2000 kg. 
Sj ist eine Zugkraft und S, eine 
Druckkraft. 

Kiefernholz kann auf Zug h, ^ 
100 kg/cm* nnd anf Dmck k = 
60 kg/cm' gut vertragen. 

Der Querschnitt der oberen Zug- 
stange muß also sein: 
„ 2000 „„ , / S,\ 




*) Drei Kräfte in der Ebene, welelie in einem I'unktc angreifen, sind in 
Uleichgo wicht, wenn sie, ihrer Größe und Richtung nach, h inte reinan der ge- 
zeichnet, ein geschlossenes Dreieck geben. 
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WenD wir voo etwaiger KDickbCAneprachang absehen, ergibt sich der 
Qaerschnitt der Strebe: 

S, 2000 „. , 




Beispiel 13: Welche Schraube mittlerer Oflte kann eine Zugkraft von 
2150 kg auBbalteu? 

Die Gleichnng: 

gibt mit den Werten: 

(^=^"? 2150= "f. 480 

4 Uli' 

U,= -180W»iii' ^--4,47 0» 

Also iat der KerndQr<^hmeB8er: 
d = 2,4 cm. 
Die Schraube muß deshalb 28,57 mm = l'/g" engl, 
stark B^n. 



Beispiel 14: Ein senkrechter, prismatischer Stab ist am oberen Ende 
befestigt. Am unteren, freien Ende wirkt eine Druckkraft (P) nach oben. 
Wann hat dieser Stab einen Querschnitt mit der 
Spannung =: 0, und wo ist dieser gelegen? 

















^ 




u 
u 
u 


1 


Lf 


121 




[ 


1 





Das Eigengewicht des Stabes bewirkt eine Zug- 
beanspruchung in den verschiedenen Querschnitten. 
Diese Zugspannung wird in dem Querschnitt auf- 
gehoben, wo die Druckspannung (von P herrührend) 
mit derselben gleich groS ist. 

Dieser Qaerschnitt liegt im Abstände x vom 
unteren Stabende. 

Hier ist x die HOhe eines Teiles des Stabes, 
dessen Eigengewicht gleich der Kraft P ist. 

D.h. ~- ^^^-^ 



F- y 

wo F der Stabquerschnitt und 
Gewicht des Materials bedeutet. 



Y das spezifische 



Beispiel 15: Wieviel Belastung kwiD eine Sttnle aus Ziegelmauer- 
werk tragen, wena der Qaerschoitt 75 cm im Quadrat betrugt? 

Die Oleichnng: 



P=(75)' - 7 = 39375 kg. 



Beispiel 16: Wie groE ist die Sicherheit 
gegen ZeMrIIcken bei der Slule des Beispiels 15 ? 

Ziegel mau erwerk hat eine Druckfestigkeit: 

K = 140 kg/cm*. 
Danach ist: 



Beispiel 17: Wie bnit (b) mu& bei 30-facher 
Sicherheit ein einfacher Lederriemen von 5 mm SMrke 
sein, wenn er eine Zugkraft von 100 kg ans- 
znhalten hat? 

1^= Fk. 

fP= 100 kg 

\F = bXs~b- 0,5 cm' 

1'- = ^ = ""»'"' 

100 = 0,5 . fc . 10 

b = ;rT—^ = 20 cm. 



Beispiel 18: Wieviel verlängert sich der 
obige Riemen, wenn die ursprüngliche Länge ^^ 
= 10 m Ut? ■^7 




P = 100 kg 
/ =^ 1000 cm 
E ■— 1250 kg/cn 
F:^0,5 • 20 = 



10 cm' 



1250 ■ 10 
= - 8,0 cm. 



Beispiel 19: Wie groß ist die „Dehnnng" des Riemens im Beispiet 18? 
Es ist (Seite i 

° ^ 0,008 cm. 



- r'' 



1000 



Beiepiel 20: Wie stark muß ein kreiBmnder Stab ans FlnfiBtahl aein, 
wenn er eine Zugkraft von 1000kg, die nacli Fall II wirkt, ansznhalten hat? 



'Ä'K^'^i-" 









P 


= i'- 


K 








/• = 


10000 kg 




10000 : 




1000 




F~ 


li" 






Td' 




























K = 


1000 


kg/cm' 






d 


= ~3,5 


> cm. 





H 



Beispiel 21: Wie groß ist der ElastinUtamodal 
des Materials (im Beispiel 20), wenn der Stab bei einer 
unprUnglichen Lange von 5 m sieb um 0,227 cm 
verlängert bat? 











i! = 


PI 

H- F 


^bt mit den Werten 






<i = 0,227 cm 




"•'"- £.10 


P= 10 000 kg 




Daraus; 


i =500 cm 




10 000 . 500 
0,227 • 10 


f = 10 cm' 








.E = ~2200 000 kg/cm'. 



Beispiel 22: Wie groß ist die Zagfestigkeit des Hateriales im Bei- 
spiel 20, wenn die Brachlaat des Stabes = 90000 kg ist? 





P^Fk. 


P= 90000 kg 
J" = 10 cm» 


P 9O00O 


k. = K. 


E, = 9000 kg/cm- 



Beispiel 23: Wie stark muß die Kolbenstange einer doppeltwirkenden 
Dampfmascbine sein, wenn die Dampfspannung =- 8 Atm. nnd der Kolben- 
darcbmeeser = 400 mm ist? 

In die Gleichung: P = F • h, haben wir folgende Werte einzuführen: 



p^ 



U, = 500 kg/cm" (Fall III; FMstahl). 
Dann ergibt sieb: 
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darans: 



und damit: 



Tzd' 



= 19,8 cm* 



{ 



d = 56 mm. 



W^i'jTJF^^^/'y^y^jg^. 



laW. 



% 



^M^ 



1 



t 



r^£Z/^££^/^y^if/y^^^A^^^y:^fyjyj^ 



Die Stangenkraft ist also: 

TT (40)* ir (5,5)* 



a 



(IM)' _ -^J . S = . »89« kg. 



Beispiel 24: Ein Dampfzylinder hat 60 cm Durchmesser, und der 
Ueberdrnck des Dampfes im Innern ist = 4 Atm. Der Deckel ist mit 
20 Schrauben befestigt. Wie stark mtlssen diese sein, wenn h^ = 300 kg/cm* 
als zulässig erachtet wird? 



J.=(^ 



(60)^ 



• 4 



)V20 



Fk. 



/ g(60)' , \ ,, ird' 

rf -— ^ 1,6 cm 



300 



i, = 300 kg/cm' 
Es müssen also 3/4"- Schrauben genommen werden. 



Beispiel 25: Eine Stange von rundem Querschnitt 
mit 2 cm Durchmesser zerreißt bei einer Belastung von 
30 000 kg. Welche Zerreißfestigkeit hat das Stangen- 
material, und welches kann das Material sein? 



P= 30000 kg 

IT (2)* 



F=-^=3,14cm* ^^ 

A:.= Ä, = ? 

Das Material ist Flußstahl. 



30000 = 3,14 K^ 



30000 
3,14 



= 9550 kg/cm' 



Beispiel 26: Wie stark müssen die beiden Schrauben 
sein, die den Kranz eines zweiteiligen Rades verbinden, 

A h 1 b e r g , Festlgkeitalehre. 



//////// ////////. 



%0. 



K9 M^ 4 



6* 



wenn der KrftnzqnerscbDitt Überall von gleicher Festigkeit sein soll und der 
gaßeiserae Kranzqaerachiiitt ^ 3 X 15 cm^ ist? 

Die Gleichung 

P --- F • k, 

gibt für den Eranzqaerschnitt : 

P = 3 ■ 15 . it: 

und für den Kernquerschnitt der beiden Schrauben: 



-^ kl. 



Somit: 




Die beiden Qaerachnitte verhalten sich umgekehrt wie die zugehörigen 
SpannoDgen. 

Wenn k', = 200 kg/cm° f^r Gaßeiaen einer Spannung: A-,' = 800 kg/cm' 
fUr Plußeisen entspricht, so ergibt sich: 

Jtd^ _ 3 ■ J5_:_20Ü _ , 

4 ~ 2 . 800 ~ ' "" ' 
Eine Schraube von Vj^" engl, würde diesem Kernquerschnitte entsprechen. 



spiel 27: 
gußeisemei 



Reihei 

auf Zementmauerwerk ruhen V 



Die Decke eines großen Saales wird durch drei 
Säulen nnterstfltzt. Wie stark mUssen die Säulen 

I sein, und wie groß ihre Fundamentplatten, wenn sie 



Wir Dehmen kd, dafi du Gewicht der Decke {= Eigeagewicbt nad 
VerkebrsUst anf dem oberen Fußboden) = 800 kg/m' ist. Jede Säule hat 
also eine Dnickiast von (16 m' X 800) kg zd tragen. 







i^.b5 



In die Gleichung: 



= ^- fc 



haben wir somit folgend« Werte eiazofUhren: 
tP= 16 X 800= 12800 kg 

I A = 600 kg/cm' (Gußeisen) 
D»nn gibt die Gleichung: 12800 = ^^-600 



jri>' 16 4iti»' 



V'f 



25 
800 • 25- 



= 6^ cm 



•600 
und d=% D = 3,9 cm. 

Eine Prüfung anf Knickfestigkeit wurde größere Werte fUr 7> und (f geben. 

Wenn man für das Zementmaaerwerk' eine Druckbeanspruchung k =. 
11 kg/cm' (siehe Seite 4) als znlftasig erachtet, so er^bt sich die Größe 
der Fundamentplatte: 

P 12800 „„, , ,„.,, 

F '-j- ■- - - - 1164 cm' - -^ {B4y. 
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Beispiel 28: Die Kette einer Winde h«t eine 
Last von zwei Tonnen zu tragen. Wie stark mofi 
das Ketteneisen sein? (Angenäherte Berechnung!) 



geben zusammen den tragenden Querschnitt F in 
der Gleichung 

Hier ist weiter: 

Also: 



I 
\ 



P = 2000 kg 

F=2 ^ 

fc, = 500 kg/cm' 

Daraus : d 



2000 ^^ 2 



4 

2000 



4 2-500 

16 mm. 



•500 

= 2 cm* 



Beispiel 29: Bei einem Drehkran gibt die Ermittelung die Kraft in 
den beiden Zugstangen (S; Fig. 40) des Auslegers : Z -^ 1200 kg (für beide 
Stangen zusammen). Wie stark müssen die sein? 

Die Gleichung 

gibt mit den Werten: 
P= 12000 kg 

F=2^ 




k^ = 500 kg/cm (Flufieisen) 

12000 = 2 -, . 500 

4 

itd^ 12000 

= 12 cm. 



rTTTTTTTT, 



4 2-500 

Daraus: d = ^ 4 cm. 



Beispiel 30: Mit welcher Umdrehungszahl n muß ein fluäeisemer 
Arm um eine feste Achse sich drehen, bevor er von der Zentrifugalkraft 
zerrissen wird, wenn die Armlänge = 0,5 m, die Stärke des Armes = 1,2 cm 
und der Durchmesser der gußeisernen Kugel (Fig. 41) =^20 cm ist? 



Wenn das Eigengewicht des Armes unberücksichtigt bleibt, so ist das 
Schwungkugelgewicht : 

Fcm^ ir^ ^ _Y_ _ IT (20)^ « 7,2 



G 



1000 "^ 6 ' 1000 6 . 1000 



30 kg. 



Hier bedeutet V das Volumen der Kugel und '\ das spezifische Gewicht 
für Gußeisen. 
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Die Zentrifugalkraft ist: 

r = die Armlänge = 0,5 m 



_/n_y ^ 
~\30; g 



' G • r 



wo< 



g = die Beschleunigang der Schwere 

= 9,81 m/Sek. 
n = die ümdrehongszahl pro Min. 

V 

M? = die Winkelgeschwindigkeit = — 

Q 



i 



m 



die Masse vom Qewicht G =■ 



V =. die Umfangsgeschwindigkeit 
IC • r • '/i 



30 



bedeutet. 



Wenn r und g in Meter gemessen 
werden, so kann man setzen: 



1 



TT 



= ^ 1. 



I 



t^# 




<' 




i 



Somit ist die Zentrifiigalkraft: 

^^ = <^'r. (-^y=30kg.0,5m.(-^/ = -g- kg. 

Die Qleichung : P = F ' k^ gibt mit den Werten : 



P=^'—W^ 



TT 



d' 



4 4 



w 



TT (1,2)* 



60 



4000. 



fc, = iT, = 4000 kg/cm- 



^^^|/ 60. IT (1,2)^. 



4000 



Dai*aus die gefährliche Umdrehungszahl: 

n = ^ 620 pro Min. 



Beispiel 31: Festigkeitsberech- 
nung eines dünnen zylindrischen Oe- 
^es, welches durch inneren Ueber- 

kg 
druck von p — ^ beansprucht wird. 



cm 



Zuerst untersuchen wir die Zug- 
spannung k\ der Wandung in der 
Längsrichtung: 

Die kreisrunden Endflächen sind 

= ^^^ cm» (Fig. 43). 
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Die Druckkraft im Innern in der Längsrichtung ist also: 



P = 



P (kg). 




Der Wandungsquerschnitt; 
welcher diese Kraft auszuhalten, 
hat; ist kreisringflSrmig : 

-F = TT Z>. . 8 (cm*). 

Die Gleichung: P~Ip. fc^ 
gibt also: 



4 
daraus : 



4 TT . />, S 



I>i p 

4-4 



kg/cm^ 



Die innere Druckkraft in 

der Richtung senkrecht zur 

Zjlinderachse ist dagegen 

(Fig. 44): 

P=D,.l.p{kg). 

• * A^ °^*^ "^^^ ^®^ Festigkeit der Endflächen des Gefäßes absieht, so 
ist der durch diese Kraft beanspruchte Wandungsquerschnitt : 

F=2'l'h (cm^). 

I Damit ergibt sich dann die 

Materialspannung k'^ in der Quer- 
richtung : 

Je' = ^ = tj^lP. 
F 2 . / . S 




~~ 2 • <^ 



kg/cm^ 



Wir sehen also, daß die 
Beanspruchung in der Querrich- 
tung fast doppelt so groß ist, 
wie in der Längsrichtung. 



W-H-H- 



Beispiel 32: Wie stark 
muß die Wandung eines zylin- 
drischen Gefäßes aus Kupferblech sein, wenn die innere Pressung = 4 Atm. 
Üeberdruck und der innere Durchmesser D. = 60 cm beträgt? 
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Wenn k. = 400 kg/cm' als zulässige Materialspannung erachtet wird, so 
gibt die Formel: 

die Wandstärke: 

_ A ' P __ 60-4 
~ 2 . Jk: '~ 2 . 400 

= 0,3 cm — 3 mm. 




Beispiel 33: Wie stark {d) mu£ 
eine kreisrunde Flußeisenstange sein, 
die durch 4000 kg auf Zug beansprucht 
wird, wenn die Länge (/) derselben = 20 m ist, und das Eigengewicht auch 
Berücksichtigung findet? 



Das Gewicht der Stange ist: 



G = l' 



T.d^ 



— ^ = 2000 
1000 4 



IT d' 7,85 



4 1000 4 1000 

In die Formel: P = JP • fc, sind also folgende 



(kg). 



Werte einzuführen: 



^\^\\^^^\\ 



P = 4000 + 



it d^ 2000 . 7,85 



1000 



kg 



F = 



Tcd' 



cm 



k^ = 1000 kg/cm*. 
Dann gibt die Gleichung: 



( 



ird» 



4000 + ^ ?5?9 . 7,85 = 

^4 1000 ' 4 



1000 



^N^;^^^^^ 



*S^M 



7C 



d' 



4000 



4 1000 — 15,70 

Daraus : d = 2,27 cm. 



= 4,064 cm^ 



f 



fc 

Beispiel 34: Die Pumpenstange einer Schachtpumpe ist 120 m lang. 
Die größte Belastung unten sei 10 Tonnen. Wie ist die Stange auszuführen, 
wenn man am Material und Gesamtkraft der Maschine möglichst sparen will V 



Das Material der Stange sei Flußeisen vom spezifischen Gewicht: ^ = 7,7. 
Die zulässige Beanspruchung sei k, = 500 kg/cm^. 

Wir teilen zweckmäßigerweise die ganze Länge von 120 m in vier 
gleiche Teile und herechnen die Durchmesser dieser vier Teile unter Berück- 
sichtigung des Eigengewichtes des unterhalb hängenden Stangenteiles. — 
Dadurch bekommen wir einen Träger von angenähert gleicher Zug- 
festigkeit. Einen Träger von vollkommen gleicher Zugfestigkeit führt man in 
der Praxis im allgemeinen nicht aus wegen der Herstellungsschwierigkeiten. — 



a) BestimmaDg des DnrchmesBera d^i 
1: 

:P=Fk. 
gibt mit den Werten: 

( P = 10000 + ^ . -^-5^-^ (kg) [,. Beisp. 33] 



7Atvty 



U, = 500 
10000 



1t d; 3000 ■ 7,7 _ 
'" 4 ■ 1000 ~ 
10000 _ 1 0000 
500 — 23,1 ~ 477 

c{, ^ ^ 62 mm. 



4" ■ ^^ 
= - 21 cm 



b) BestimmuDg des DurchmeBaers d^: 



4 
= 500 kg/cm^ 

10485 + 



10485 
" 477 

d. = 



• 23,1 (kg) 



23,1 = -p. - 500 
= ~ 22,0 cm* 



c) BeBtimmnng des DarcbmeBBere d^: 

nd\ „„ , . T:dl 



—^ (cm*) 
500 kg/cm* 



10993 + 



-23,1 = 10485 + 50« - 



■ 23,1 = 



_ 10993 _ 2 

" 477 ~ 

dj ^^ 54,2 mm. 



i-l(kg) 









d) Beslimni. 


IDg d 


ea DarcbmesBers d^: 


P-- 


= 10993 + 


nd'. 


23, 


l + 


»j; 


.23,1. 


= 10993 + 631 + 


F: 


_ .d; 


(cm 


'') 












K 


= 500 


kg/cm- 













10993 + 531 + --P-. 23,1 =_-X. 500 
4 4 

itdj 

^~ ~ 477 

d, ^ -^ 66,5 nun. 

Du Oeumtgewicbt der Stange ist also: 

485 + 508 + 531 + 559 = 2083 kg. 



BeiBpiel 35: Eine 40 m lange Hauer siu Ziegeln mit gewdbnliebem 
Kalkmörtel ist oben 25 cm breit. Eine Last von 550000 kg ist gleicbmäfiig 
anf der Haner verteilt. Die Hauer ist 30 m bocb und soll aus drei ver- 
schiedenen Teilen mit verschiedenen Breiten {b,, b^ und i,) beateben. Jeder 
Teil ist 10 m bocb. Wie stark muß die Haaer sein, wenn möglichst an 
Haterial gespart werden soll ODd die spezifische Druckspannung in keinem 
Teil höher als & = 7 kg/cm' sein darf? 



Wenn das speiifische Gewicht des Mauerwerks y = 1,5 ist, so wiegt 
der oberste Teil (I): 




4000 • 25 • 1000 • 1,5 _ 
1000 



150000 kg. 
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Dieser Teil drückt mit einer FlächenpreaBung: 

550000 + 150000 



4000 . 25 



= 7 kg/cm^ 



Die Breite {b^) des Teiles II ergibt sich aus der Gleichung P = F - k 

4000 • 6, • 1000 • 1,5 
550000 + 150000 + -^^ ^^7^;;;; '— = 4000 ■ 6, • 7 



1000 



Daraus: 



K = 



700000 



28000 — 6000 



= - 32 cm. 



Die Breite b^\ 



700000 + 6000 • 32 + 6000 • 63 = 4000 • 63 

700000 + 192000 



6.= 



28000 — 6000 



:= ^ 45 cm. 



§ 4. 

Abscherungs- oder Schubfestigkeit 

Wenn die äußeren Belastungen eine Schub- oder Querkraft ergeben, 
d. h. eine Kraft, die in dem betrachteten Querschnitt liegt und senkrecht zur 
Stabachse wirkt, so muß der Stab auf Schubfestigkeit berechnet werden. 

Wenn der KOrper in Ruhe im Räume sein soll, so 
muß eine der Querkraft entgegengesetzt gerichtete und 
gleich große Gegenkraft — P in dem zu dem betrach- 
teten Querschnitt unendlich naheliegenden nächsten Quer- 
schnitt vorhanden sein. Diese beiden Kräfte sind be- 
strebt, die beiden Teile des Körpers parallel zur 
Trennungsfläche, d. h. zum betrachteten Querschnitt, 
gegeneinander zu verschieben. Alle Fasern im Stab- 
querschnitt tragen durch ihren inneren Zusammenhang, 
durch ihre Festigkeit, dazu bei, diese Verschiebung zu 
verhindern. Diese innere Widerstandskraft des Materials, 
gemessen pro cm' des Querschnittes, nennen wir spezi- 
fische Abscherungsspannung o,. 

Je mehr Fasern in einem Querschnitte sind, d. h. 
ie CTößer der Querschnitt F ist, desto mehr Spannungseinheiten o, sind 
darin vorhanden, und desto größer ist der Widerstand gegen die Abscherung. 
Wenn alle Fasern im Querschnitte gleich viel zu der Schubfestigkeit bei- 
tragen würden, so könnte man also schreiben: 

P=F'0,, 
wo F die Querschnittsfläche in cm' und o, die Schubspannung in kg/cm' 

Wenn die äußere Kraft P immer mehr wächst, so wächst auch im selben 
Maße die innere gegenwirkende Schubspannung o,. Wenn die äußere Kraft P 
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so groß wird, dafi der innere Widerstand der Kohäsionskräfte nicht mehr 
wachsen kann, so wird der Stab abgeschnitten. Diesen höchsten Grenzwert 
der Schabspannung nennt man Zerreißfestigkeit fttr Abscherung und 
bezeichnet ihn mit K,. Diese Materialkonstante; die für verschiedene Stoffe 
verschieden ist^ wird auch im voraus durch Versuche bestimmt. 

Bei Festigkeitsberechnungen, wobei es sich um dauerhafte Konstruktionen 
handelt; darf man nur mit einem bedeutend kleineren Werte der Schub- 
spannung rechnen, denn die Formänderung des Körpers mu£ auch hier unter- 
halb der Elastizitätsgrenze bleiben. Den Teil der Zerreififestigkeit K,, welcher 
als zulässige Schubspannung in die Rechnung gesetzt wird, bezeichnen 
wir mit i,. 

Hier ist auch , K^ 

Ä, — -g-, 

wo S den Sicherheitsgrad gegen Abscherung bedeutet. 

Bei einer genaueren Untersuchung der Verhältnisse der Abscherungs- 
festigkeit zeigt es sich, daß nicht alle Fasern eines Querschnittes gleich viel 
zu der Festigkeit beitragen; und zwar ist dieses Verhältnis bei verschieden 
geformten Querschnitten verschieden. Dieser Umstand wird dadurch berück- 
sichtigt; daß man die in der Zusammenstellung (Seite 3) angegebenen Wei*te 
von k, bei verschiedenen Querschnitten mit verschiedenen Konstanten c 
multipliziert. Damit geht unsere Festigkeitsformel für Abscherung 
in die endgültige Form über: 

Bei den am meisten vorkommenden Qnerschnittsformen hat man für den 
Konstanten c folgende Werte: 

Bei rechteckigem Querschnitt: c ^~ ^j^y 
jj kreisförmigem „ c = 2/4, 

„ ringförmigem „ c zr= i/j. 

Also hat man z. B. für einen Körper mit kreisförmigem Querochnitt 
die Abscherungsformel 

Die allerdings häufig angewendete Formel P - - F - k^ (ohne c) gibt 
in allen Fällen zu schwache Querschnitte. 



§5. 

Beispiele zur Schubfestigkeit. 

Beispiel 1: Auf einem sehr kurzen Zapfen aus Flußeisen hängt ein 
Gewicht von 5000 kg. Wie stark muß der Zapfen sein^ wenn nur die Ab- 
scherungsfestigkeit berücksichtigt wird? 



Wenn die Last ruhig wirkt (Fall I), können wir eine Schubspannung: 
A:, = 900 kg/cm^ zulassen. 

Die Formel: 

P = IT' C'k, 
gibt mit den Werten: 



IP = 5000 kg 
F — ^-^ cm* 
c -=^k 
A, = 900 kg/cm' 



5000 = 



- . 3/4 ■ 900 
■ 5000 



3 ■ 900 
' 30 mm. 



Beispiel 2: Zwei FlaobeisenBtftbe sind durch 
Nietung (mit tffei LMchen) mitem&ndw verbunden. 
Wie Btark mUBaen die Niete sein, wenn die Verbin- 
dnng dnrch 1000 kg beanepracht wird? 



Jeder Nietqnerscbnitt (— t~) ^^ ^i»^ Kraft 



znhalten. Es ist also: 




Beispiel 3: Das freitragende Ende eioes eiogemauerten Balkens wird 

dorcb eine ruhige BelaBtang von 800 kg auf Abecherung beanspracht. Wie 

stark muß der Träger sein, wenn 10 kg/cm', 

als inlässige Schnbspannung erachtet wird? 






p^.rck. 


1^: 


= 800 11g 
= i X A 




U- 


-- 10 Itg/cm* 




800 




10 
800 
10 


Ist also die Breite b = 1 
die Holle des Qaerschnittea h = 



Beispiel 4: Ein Träger aas OnSeiseo mit kreiBringförmigem Quer- 
schnitt 1-=^ ^ — j ist auf Äbscbernng beaaspracht. Die Belastang betrügt 
8000 kg. Wie stark muß der Träger sein? 



P = F . c . fr, 

P= 8000 kg 



-~»,0c 



c 

K 


= 300 


IS/m- 


8000 = 


4,5 !' 




1/8000 • 4,5 • 2 






■ 300 


a 


~ 8 


= - 3,0 < 



4,5 



Beispiel 5: Zwei Flacheisen sind durch S Niete miteinander verbanden. 
Die Verbindung ist durch eine Kraft von 4000 kg tteanspracht. Wie stark 
mtlssen die Niete sein, wenn die Kraft nach Fall I wirkt? 




. ^-■s;..7oo 



I k, = 700 kg/cm' 



- 1,8 om. 



Beispiel 6: Die Bolsen der in Fig. 56 dargestellten Laachenkette sind 
eine Kraft von 5000 kg auf Abscherung zn berechnen. 




kg (weil 6- Querschnitte beaogprucbt sind!) 
5000 jtrf» 



3/4 



U, = 500 kg/cn 



3/4 ■ 500 



d = - 1,7 ) 



Ps^ - 



Plz 



Weiter ist die Kraft 



Beispiel: 7: Die 
Hängesiale (A) in der 
Fig. 57 ist von den zwei 
Streben (S) getragen. Die 
Kraft P == 5000 kg be- 
wirkt bei I und II eine 
Scbnbbeansprncbnng, Die 
Abmessungen an diesen 
Stellen werden verlangt. 
DasMaterial ist Kiefernholz. 

Das untere Ende (1) der 
Strebe wird in der Pig. 58 
ausführlicher dargestellt : 
Es ist hier die Kraft in 
der Strebe: 



- 2890 kg 
siD 30" = - 1445 kg. 
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Die Formel : P= F • 
ip^P.j = 1445 kg 
\ F = h ■ X -^ 2h- X 



■ k. gibt daon (Fig. 59) mit den Werten: 
lUb = x {b + 2h)\- 6 

x(b + 2h)-^ ^;/^^ =380 cm'. 



' 6 kg/cm* (parallel mit den FsBem!). 



"V 



"iko^Si 



Ist nun b := 18 und A ^ 6 cm, ao mu& 

380 
3' = -7- 0— T- ^ ^ - = - 12,7 cm 



Am oberen Ende II bat man in ähnlicher Weiae: 

li-.- 6 kg/cm" -i« 

(fc = 18 cm 
U = 



FUrI 



ergibt sich hier: X ■■ 



21 cm. 



Beispiel 8: Es sind die Abmesstitigea der OeBtSogeverbindang der 
Fig. 60, soweit Sebubfeatiglceit in Frage kommt, zu I>ereclinen! 





.■\j j 




Yf 


^ ', 1 t 


;^-^f 


\y> ^1 \ w ). 1 ■ 




1 iv^ 


-=».. 




k' 1. W M 1 




m, c M 


^— » 


\ '' T 



Die Knft sei: P= 1000 kg und d&s HateriAl FInSeisen. 
Die ZagbeanspruchoDg verlangt eine Stangenstärke: d ^=^ ^ IS mm. 
Dura wird 6 ^ 15 mm passend sein. 

a) Die Bolzenstärke d^ ergibt sieb ans der Gleichnog: P= F-e- k„ 
wenn wir da die Werte 



1000 ^ 



k, ^ 600 kg/cm' 



500 = 



!- - 3/4 ■ 600 
-500 



3 ■ 600 
Ä, = ~ 12 



einführen. 

b) Der Dnrchmeeser 7> des Stangenkopfes wird aucb anf Abaebening 



'^ 



Die Gleichung 
gibt mit den Werten: 

I P ^ 1000 lig 



= 400 kg/cm' (wegen nngttnstiger Beanepmchnng !) 
z 6 (D—d,) ■ % • 400. Es ist aber: h = 1,5 cm 

d, --— 1,2 cm 
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c) Befitimmnng der Laschenstärke (s). 
Die Gleichung: 

gibt mit den Werten: 



p=i550kg 



D = 3,7 cm 
2 cm 



y 



^^c^ .i'b 



k, = 400 kg/cm' 

500 = (D—d,) • 5 • 2/3 . 400 
500 = (3,7—1,2) ■ 5 . 2/3 . 400 

8 = 0,75 cm. 

Die Abmefisungen wären noch auf Zng-, Druck- und Biegungsfeatigkeit 
nachzuprüfen. 




Beispiel 9: Welche Kraft ist erforderlich, um ein 20mm großes Loch 
in ein 8 mm starkes Blech zu drücken? 



Für k^ ist hier der Wert der Schubfestigkeit 
des Materials: 

K, = 3000 kg/cm^ (Schmiedeeisen) 
zu setzen. 

Die Gleichung 

P = jp . c • K, 

gibt dann mit den Werten: 

|i^ = 0,8 . 2:: cm^ 

c =2/3 

K,= 3000 kg/cm' 

P=0,8 . 2ir . 2/3 . 3000 

p= 10000 kg. 




1 ItT 'f 1 J 



v/////^ 



I 



% 



6t 



Beispiel 10: Ein Schrauben-Hebebock (Fig. 65) ist für 15 Tonnen 
Last zu berechnen. Wie hoch muß die Mutter aus Bronze sein^ wenn der 
Kerndurchmesser der Schraubenspindel d = 6,0 cm, die Steigung des flach- 
gängigen Gewindes A = 17,0 mm und die Gewindetiefe t = 8,5 mm ist ? 



Die Anzahl der Gewindeg&nge in der Mutter wird meistens auf Grund 
der Flächenpressung bestimmt. Das Gewinde wird aber auch auf Absche- 
rung beansprucht. 

Wenn t die Anzahl der tragenden Gewindegänge in der Mutter 
bedeutet, so ist die auf Abscherung beanspruchte Fläche (Fig. 66) : 

F =^i-icd^ ' — 

= i . i^. 1,1 . 0,85. 

A h 1 b e r g , Festigkeitslehre. 8 



u 

Die Gleichung: P = F ■ e • k, gibt d*nii: 

15000 = t ■ it ■ 7,7 ■ 0,85 - */, ■ 400 
* = -3. 

Somit die Hatterh&he: 

/r = ( . A = 3 ■ 1,7 = - 6,0 cm. 



§ 6- 

Bi^fongsfestigkeit. 

Weim Süßere Kräfte anf einen Stab von größerer Länge wirken und 
Benkrecht zu der Stabacbge gerichtet flind, so mau der Stab auf Biegunga- 
featigkeit berechnet werden. 

Wirkt z. B. eine Einzelkraft F auf einen Freitriger, d. h. auf einen 
Stab, deaeen eines Ende eingeepannt {z. B. eingemauert) and dessen anderes 




^*a 




Ende freitragend ist, so ist fttr einen betrachteten Querschnitt I (Fig. 67) 
das Biegangsmoment 

d. b. gleich dem Produkte aas der Kraft P und deren Abstände a von 
dem betrachteten Querschnitte I. 
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Weil Kräfte unabhängig voneinander wirken^ sind die Momente der 
einzelnen Kräfte zn addieren^ wenn mehrere Kräfte einen Stab auf Biegung 
beanspruchen. Wenn also ein Freiträger (Fig. 68) die äußeren Kräfte 
P^j P, und P3 auszubauen bat, so ist für den 
Querschnitt II das Gesamtbiegungsmoment: 

d. h. gleich der Summe der Momente der einzelnen Kräfte. 

Bei der Bildung des Biegungsmomentes ist eine 
gleichmäßige Belastung (p kg/cm; Fig. 69) 
durch eine gleichwertige Einzelkraft, die 
im Schwerpunkte (S) der Belastungsfläche 
angreift, zu ersetzen. 

Somit ist das Biegungsmoment fllr den Quer- 
schnitt III des Trägers in Fig. 69, wo die gleich- 
mäßige Belastung j? kg pro laufendes cm beträgt: 

Beispielsweise ist weiter das Biegungsmoment 
für den Querschnitt IV des in Fig. 70 skizzierten 
Freiträgers, belastet mit den Einzelkräften P und 
P' und mit einer gleichmäßigen Last von p kg/cm 
auf der Strecke c cm: 




M^ = P' y + cp^x + -^j — P -y. 




Der auf Biegung beanspruchte Freiträger stellt die Grundform dar. 
Die Träger auf zwei Sttitzen werden bei der Berechnung auf diese 
Grundform zurückgeführt. Deshalb können wir uns bei der Herleitung der 
Biegungsformel auf eine Betrachtung der Freiträger beschränken. 



Dem Biegungsmoment (M^) der äußeren Kräfte wirkt ein 
inneres Gegenmoment der Kohäsionskräfte entgegen. Wenn der Körper 
in Rübe sein soll, so müssen diese beiden Momente sich in jedem Augenblick 
das Gleichgewicht halten. 

Das äußere Biegungsmoment ist durch die 
bekannten Belastungen gegeben, das innere 
Gegenmoment hängt von den inneren Material- 
spannungen (0^) und von der Größe und Form 
des Stabquerschnittes (P) ab. 

Wenn ein Freiträger durch eine äußere 
Kraft (P) gebogen wird, so werden die oberen 
Fasern verlängert und die unteren verkürzt. 
Die Verlängerung eines Körpers ist aber die 
Folge einer Zugbeanspruchung und die Ver- 
kürzung die Folge einer Druckbeanspruchung. 
Die äußersten Fasern oben sind am meisten verlängert und die untersten 
Fasern am meisten gedrückt. 

Betrachtet man einen Querschnitt des Trägers, so ist die Verlängerung 
der einzelnen Fasern kleiner, je näher die Fasern zu der wagerechten Mittel- 
achse liegen, wenn die biegende Kraft P in der senkrechten Richtung wirkt. 

8» 
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Ds die Fasern \a der nnt«i«n EüRt des Qaenehnlttes aogu- verkürzt Bind, 
60 mnfi in der Hitte desBelben eine wagereclite Fuerschicht vorhuiden sein, 
welohe auf der Grenze zwigchen rerllngerten and verkünten Fasern liegt, 
nnd weldie also ihre nraprUngliche L&nge beibehalten hat. Diese mittlere 
Faserschiobt (O — 0) nennt man die neu- 
trale Faserschicht, and sie ist bei 
der Biegung ganz spannnngglos. Diese 
sehr dflnne Faserschicht nennt man anch d i e 
neatrale Achse des Qnersehnittes. 
Diese Achse ist zngleicb eine Sohwer- 
pnnktsachse für den Qaerschnitt, denn 
die Summe der Zugspannungen auf der 
oberen Hälfte des Querschnittes ist gleich 
der Summe der Drackspannnngen auf der 
'f^ "Ij, unteren Hälfte und die statischen Momente 

' O ^'~- der ziehenden und druckenden Sp&nnunga- 

kräfte sind also für diese Achse zusammen 
^ 0. Die Qletchheit der Summen der Zugspannungen S u, und der Dmck- 
apannungen £o geht aus der Gleichgewichtsbedingung, da& die Summe aller 
Horizontalkräfte ^ sein muß, hervor. 

Die Mittelachse des Stabes [A — Ä) gebt bei der Biegung in die sog. 
elastische Linie Über. Dies ist also die Linie, in welcher eis mittlerer 
senkrechter Längsschnitt (V — F) die neutrale Faserschicht schneidet. (Siehe 
Fig. 72.) 




iJl X. 




Bei der Berechnung nimmt man an, daß alle betrachteten Querschnitte 
nach der Durchbiegung miteinander einen kleinen Winkel (a) bilden, nnd 
weiter, daß alle Querschnitte nach der Durchbiegaug auch eben bleiben. 

Nach diesen Annahmen wächst die Verlängerung der Längsfasem direkt 
im Verhältnis zu ihrem Abstände von der nentralen Schicht. 

Wenn b-b die ursprüngliche Lage eines Querschnittes und o-u die neue 
Lage desselben nach der Durchbiegung bedeutet (Fig. 74), so ist mit den 
Bezeichnungen der Figur 



Nach dem Hookeschen Gesetz ist die VerlängeniDg «in«i SUbes der 
wirkenden Kraft proportioDal, d. b.: 

welches bedeutet, da& die Verlängeningea der FsBem eich wie die zagebörigen 
SpannnDgen verhalten. 

Wir k&DDen also auch schreiben 

K ^ ^ y , 

-^ = — oder a. =: ^~ • ß.. 
Oj y " e " 

Wir denken uns nun den betrach- 
teten Querschnitt des Stabes in Unter 
schmale Streifen {f) zerlegt. In einem 
solchen StreifCD im Abstände y von der 
neutralen Faserschieht — haben wir 
dann eine spezifische Spannang (Fig. 75): 

,. = i . k,. 

Nach der Lehre der Zugfestigkeit 
gibt das Frodnkt /' ■ o^dieinnereSpann- 
kraft, womit der Streifen f am benach- 
barten Streifen des nächsten Querschnittes u 
haftet. Holtiplizieren wir diese Kraft 

{f • 0^ mit dem Abstände y, so gibt das Produkt (f • a^ ■ y) den Beitrag 
des betrachteten Streifens zu dem Oesamt-Gegenmoment des Stabqnerschnittes. 
Die Summe __, 

gibt dann das ganze Uoment, womit die Festigkeit des Stabes sich dem 
änäeren Biegnngsmoment (J/^ = P ■ a) entgegensetzt. 

Wenn wir den Wert von a^ =^ — • k^ einfuhren, kOnnen wir auch die 

Snmme schreiben , 

Im Gleich gewichtsznstande mufi das äo&ere Biegungsmoment M^ dem 
inneren Gegenmoment gleich sein. 

Daraus ergibt sich die Biegnugsgleichiing 

Die rechte Seite dieser Gleichung kann man attch sehreiben: 

Der Ansdmck Y.f ■ y^ bedeutet die unendliche Snmme der Produkte aller 
Fischenteilchen und dem Qnadrate ihrer Abstände Ton der Achse — 0. 

Man nennt diese Snmme das Trigheitsmoment des Querschnittes 
und hat hierfür die Bezeichnnng tF. 

Also ist 

J=2/' J/' (cm*). 
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Dann können wir die Bieganggfonnei in folgender Form schreiben 

Den Ansdmck — bezeichnet man auch mit W und nennt ihn das 

e 

Widerstandsmoment des Querschnittes (also gemessen in cm'). 

Somit ergibt sich fttr die Biegungs- 
gleichung die am meisten verwendete Form: 

Mit Httlfe dieser Gleichung werden die 
Aufgaben der Biegungsfestigkeit gelöst. 
Fttr M^ ist der Zahlenwert des äufieren 
Biegungsmomentes, welches sich aus den 
Belastungen ergibt, einzuführen, und zwar 
hat man das Biegungsmoment fUr den soge- 
nannten gefährlichen Querschnitt in 
die Rechnung zu stellen, d. h. für den 
Querschnitt, wo das Biegungsmoment am 
größten ist. /r^ hängt von dem Material des Körpers und von der Art der 
Kraftwirkung ab, und wird die zulässige Biegungsspannung genannt. 
Diese ist gleich der kleineren der jeweilig zulässigen Zug- und Druck- 
spannung im betrachteten Querschnitt. W hängt von der Form und der 
Größe des Querschnittes ab. 




§ 7. 

Trägheitsmomente und Widerstandsmomente. 

Wir betrachten hier drei Arten von Trägheitsmomenten: 

1. Aequatoreale Trägheitsmomente. 

2. Reduzierte Trägheitsmomente. 

3. Polare Trägheitsmomente. 

Unter einem äquatorealen Trägheitsmoment verstehen wir ein solches 
{J = 2 f ' y^}y welches in bezug auf eine Schwerpunktsachse, die in der 
Querschnittsebene liegt, gebildet wird. 

Ein reduziertes Trägheitsmoment ist ein solches, welches sich auf eine 
beliebige Achse in der Querschnittsebene bezieht (welche aber also nicht 
durch den Schwerpunkt geht). 

Ein polares Trägheitsmoment ist das, welches in bezug auf eine Achse 
durch den Schwerpunkt, die senkrecht auf der Querschnittsebene steht, 
gebildet ist (oder also mit Bezug auf den Schwerpunkt selbst). 

Das Trägheitsmoment J, welches wir in der vorigen Herleitung der 
Biegungsformel gefunden haben, ist ein äquatoreales. 

Das reduzierte Trägheitsmoment (J^) benutzen wir oft bei der 
Herleitung von den äquatorealen Trägheitsmomenten verschiedener Quer- 
schnitte. Man hat hierbei einen Satz vom reduzierten Trägheits- 
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moment, welcher sagt, duß ein reduziertes TrägheitamomeDt einer Fl&che, 
bezogen anf eine Achse im AbaUnde (a) vom Schwerpunkte (<S), gleich dem 
Squatorealen Trägheitsmoment (J) der- 
selben Fläche, vermehrt um das Produkt 
Mjsa der Fläche F and dem Qnadrat dea 
AbstandeB a der beiden Achsen von- 
einander, ist. 

D. h. 

J, = J+F-aK 

Ein Trilgheitamoment im allgemei- 
nen iat 

Darnach kttnnen wir schreiben (b. Fig. 77): 

J, = 2 f, (a + y,)' + X f, {a - y,)'. 
Darans: J, = 2 /", (o* + 2 oy, + yj) +If^ (a» - 2 ay, + yj) 
o^«- J, = a>.£(;^, +A) + 2a-2(/',-y,-/^,-y,} + S/;.y;+2f,-yJ. 



Hier ist 

2 O'i + A) == f S'e'oh ^«r 6»«"en Fläche, 

2 (/*, ■ y, — /", ■ y,) ^ gleich dem atatisohen Moment der gansen 

Fläche, belogen anf die Sehwerpnnkts- 

achae 0^0, 
2 (/■, ■ yj -i- /■, ■ yj) ^ 2 /"■ y" ^ ./ gleich dem ftqnatorealen Trägheitsmoment 

der ganzen Fläche. 
Hit anderen Worten also: 

Ftir das polare Trägheitsmoment, welches bei der Drehnngs- 
festigkeit in Anwendung kommt, hat man den allgemeinen Anidmck 

Die Achse des polaren Trägheitsmomentes wird anchPolaraebse genannt. 
Das polare Trägheitsmoment einer Qaersobnittsfläche findet man, wenn 

man die äqaatorealen Trägheitsmomente der Fläche fUr zwei gegeneinander 

senkrechte Achsen addiert. 

Nach der Fig. 78 ist also: 
J^ = J^ + Jy, 

welches man folgendennaßen findet: 

Es ist aber 

a;» + y' = r' 
somit anch 



Ans dem Satze vom rednzierten Trägheitsmoment ersehen wir, daS das 
kqoatoreale Trägheitsmoment das kleinste von allen ist, die ftlr eine gegebene 
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Fläche and eine Reihe von miteinander parallelen Achsen gebildet werden 
können. Unter den äqnatorealen Trägheitsmomenten ist das wieder im all- 
gemeinen das kleinste, welches sich auf die größte Schwerponktsachse des 
Querschnittes bezieht. 



Herleitung der Trägheits- und Widerstandsmomente fOr verschiedene 

Querschnittsformen. 

1. Das Rechteck. 

Es sei ein Rechteck von der Höhe h und Breite b gegeben (Fig. 79). 

Die ganze Rechteckfläche denken wir uns in schmale Streifen zerlegt. 
Die Fläche eines solchen Streifens im Abstände y von der horizontalen 
Schwerpunktsachse (0—0) ist dann: 

f=A'b 

und das äquatoreale Trägheitsmoment der Recht- 
eckfläche ist: 

J=j:f'y\ 

Teilen i^ir die Hälfte des Rechtecks durch 

eine Gerade AB und bezeichnen den Teil CD 
vom ganzen Streifen f mit fj so verhalten sich: 

f ~ y 

d. h. 

Dann kOnnen wir die HSlfte des TrSgheitsmomentes aneh sehreiben: 

J ^^ hf 
2 2y 




v' = f:^r 



Es bedeutet aber 2 f • y das statische Moment des Dreiecks (AB E) 
bezogen auf die Achse — 0. 

Dieses statische Moment ist andererseits gleich Fläche mal Schwer- 
punktsabstand, d. h. 

_ bh 2 h ^b h' 

' ^ 2.2*32 12' 

Damit ergibt sich das äquatoreale Trägheitsmoment der ganzen Recht- 



eckfläche: 



J=2 



2 



bh' 
12 



bh' 
12 



Aus dieser Gleichung ersehen wir, dafi die Abmessung (h) der Fläche^ 
welche senkrecht zur Achse (0 — 0) steht, im Trägheitsmomente von größerer 
Bedeutung (h^) ist. 

Das Widerstandsmoment (W) ftlr ein Rechteck, bezogen auf 
dieselbe Schwerpunktsachse (0 — 0) ist: 

bh^ 

W— — — Ji__ A*!. 

e - hl2 '^ 6 • 
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2. Das Quadrat. 

Wenn die Seitenlänge gleich 8 ist; so führen 
wir diesen Wert fdr h und b in die vorigen For- 
meln ein und es ergibt sich dann das Trägheits- 
moment 

J = 



s' 



12 ' 



^icK.So 



und das Widerstandsmoment 

W = 



8' 



3. Das Dreieck. 

Das gegebene Dreieck (ABC) ist die Hälfte eines Parallelogramms (ADBC). 
Für dieses Parallelogramm ist das äqnatoreale Trägheitsmoment 

•^-"12"' 

d. h. gleich dem Trägheitsmoment eines Rechteckes mit derselben Basis b 
und der Höhe h. 




%^^^St 




Bilden wir das reduzierte Trägheitsmoment J^ dieser Fläche mit Bezug 
aaf die untere Basis b als Achse, so ergibt sich: 

J^ = J + F ' a^ 

^^=T2-+*-*(y) =-T- 

Andererseits sehen wir aus der Definition für Trägheitsmomente 
{J =z^f • y^)y daß das ganze Trägheitsmoment dieser Fläche gleich der 
Summe der Trägheitsmomente für die Teile der Fläche ist, d. h. 

wenn Jri und Jrii die reduzierten Trägheitsmomente der beiden Flächen- 
hälften I und II sind, bezogen auf die Basis b als Achse. 

Wenn «7/ und Jjj weiter die äqnatorealen Trägheitsmomente für die 
beiden dreieckförmigen Flächenteile I und II bedeuten, so haben wir nach 
dem Satz vom reduzierten Trägheitsmoment: 
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Jrii = Jn + fn ' ( ~3~ ) • 
Führen wir diese Werte in die obige Gleichung 

Jr = Jrl + Jrll 

ein, so ergibt sich 



—i; — =Ji + —^ — • — ?j — + Jii + —^ — • — TT— 



oder 



Da die beiden Dreiecksflächen vollkommen gleich sind, so sind auch die 
äquatorealen Trägheitsmomente fUr dieselben gleich, d. h. 

Ji = Jii 

Ji 4- Ju ^= 2 • «/j. 

Damit läßt sich obige Gleichung folgendermaßen schreiben: 

46Ä* 






18 



und daraus 



Ji = 



Qbh' -6bh' 
36 



und somit das Trägheitsmoment für das gegebene Dreieck 



Ji = 



36 • 



Bei einer Dreiecksfläche hat man zwei Widerstandsmomente 2u 
unterscheiden. 

W ist ja gleich — , wo e der Abstand der äußersten Fasern von der 

neutralen Achse bedeutet. Der Abstand des Schwerpunktes von der Spitze des 
Dreiecks ist 

und der Abstand von der Basis 

h 




*. = ¥• 



Also haben wir 





b -h* 


w ^^ 


36 


ff . 


h 




3 




b-h* 


W '^' 


36 


' e. 


2h 



12 • 



24 



4. Der Kreis. 

Wir denken nna die Kreiafläche in eine sehr ^o&e Menge Sektoren von 
sehr kleiner Basbreite (b) nnd mit der gemeinsunen Höhe (r) geteilt. (Sielie 
Fig. 84.) 

Jeder Bolcher Sektor kann ala ein sehr schmales Dreieck betnebtet 
werden. Dsa Trl^heitsmoment eines Dreiecks, bcEogen anf eine Achse dnrch 





die Spitze (Ä) parallel mit der Basis (fi) ist gleich - 



- (siehe Beispiel 2, 



Seite 47). 

Das polare Trägheitsmoment (J, =^ S fr^) fllr die ganze Ereisfläohe ist 
dann gleich der Snmme aller dieser Dreiecks-Trägbeitsmomente, d. h. 

j -s '■■■ 

(denn es ist h = r für sehr kleine Werte von b). 

Der Uebergang rom reduzierten Trägheitsmoioent der Dreiecke znm 
polaren TrUgbeitsmoment der Kreisfläche ist zuläsgigl wenn die Breite b so 
klein ist, d^ die Abstände (y) jedes FUchenteilcbens (f) als parallel und 
somit gleich groS mit den entsprechenden Abständen (r) betrachtet werden 
können. 

Die obige Gleichung kann geschrieben «erden: 

Es bedeutet aber 2 fr den ganzen Umfang des Kreises 
gleich 2 r lt. 

Also ist Jj, = — - 2 r K ^ — ^— 

d. h. das polare Trägheitsmoment fOr die Kreisfläche ist 

-- = ^- 

Nach der Erklärung anf Seite 39 ist allgemein 



5'i^M 
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Die KreiBflftch« ist abtr nioh allen Seiten symmetrisch, nnd deshalb ist 
im vorliegenden Falle 

J, = J^ 
nnd somit 

/p = 2 J, 
oder 

''' - T " an- 

Also ist das kiittatoreale Trlgheits- 
moment fOr den Kreis mit dem Radins r 



ÄnsgediUckt mit dem Dnrchmesser d ist 
Das WiderBtandBmoment für die KreiaflKche ist dann 






J 



7<i' 



'^=T = ^-i<'- =».'■*• 



5. Die Ellipse. 

Eb sei dne Ellipse mit den Halbmessern a nnd b gegeben (Fig. 86). 

Um den Mittelpunkt S Eeichnen wir iwei Kreise mit den Halbmessern a bsw. b 

und zerlegen die ganze groSe Kreisfläche in lauter schmale horizontale Strüfea 

von der kleinen HOhe gleich A (Fig. 69). Wenn wir 

einen solchen Streifen (SO) im Abstände y von der 

Achse (0 — 0) betrachten, so ergibt sich mit den Beseich- 

nungeu der Fignr: 

FE _ FC 
S b ~ a 

oder FE=--FC. 



^i^.ti 



Also anch 
oder 



Esiflt ftbei 

f ^ G E ■ A gleich FläcbeiÜDbalt des betrachteten Streifens, aoweit 

er sur Ellipse gehfirt; 

f^- HC ■ A gleich FlKcheninhftlt des betrachteten Streifens in 

seiner ganzen Lftnge. 

FUr die EltipBcnfläcbe ist also 
das Trägheitsmoment 
J, = -L(GE ■ A) ■ y' = If ■ f. 

Nach der oben gefundenen 
Gleichnng; 



GE = 



HC 




kSnnen wir auch schreiben: 
J^=lß- HC- i\-y' 

= - ■ 2 Fe ■ Ä ■ y*. 

Hier ist aber 

HC- & = f 
and somit 

£ Fe • Ä ■ y* 
das Trägheitsmoment der ganzen Kreisfläche. Hierfür haben wir vorher den 
Wert gefanden: 



2ffC.4.y = ^ = ?ij- 



Damit ei^bt sich endlich das Trägbeitsinoinent der Ellipse: 
- b 7t g* X U* b 



Das Trägheitsmoment der Ellipse fUr den öfter 
vorkommenden Fall, da£ die ganze Bähe h nnd die n 
Stärke b gegeben sind, ist dann (Fig. 90): 






Das Widerstandsmoment der Ellipaen- 
fläche (wenn h mid b gegeben sind) ist: 



^ = 



%^^ 



■ 6 = 04 »' 6. 
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ZuBammenstellung einiger Trftgheitg- und WiderstandB 

momente: 



Nr. 



Trägheitsmoment: 



Widerstandsmoment: 



Querschnitts form 



2 



J= 



12 



J= 



8' 



12 



•/= 



36 



irr* tr d* 

= 0,05 i« 



. = ^6*. 



Tr= 



&A> 



»r= 



«• 



»^2 



12 
24 



'^-^r- 32 
= 0,1 d» 



7t 



ir=3^6*' 



^ 



l-i 



T 



I 




U>6 



T 

i 






§ 8. 

Beispiele zu den Trägheits- und Widerstandsmomenten. 

Beispiel 1: Bestimmung des reduzierten Trägheitsmomentes (J^) eines 
Dreiecks mit Bezug auf die Basis (b) als Achse. 

Allgemein ist (siehe Seite 39): 
J^ = J + F ' a\ 

Hier ist: 

bh' 




J = - 



F = 



a = 



36 

2 
h 



bh' bh , 

36 "* 2" 
2i»' 



t)' 






■2-9 
bh' 
12 ' 



Beispiel 2: BeatimmUDg des reduzierten TrägheitsmomeDtes eines 
Dreiecks mit Besag anf eine Achse durch die Spitze, parsllel mit der Bssis. 



Die Formel J, 


= 


J + *• ■ o' gibt 


hier: 


J, 


bh' 
~ 36 


+ 


^■m 






_ bh' 
36 


+ 


4 6*" 
2-9 




J, 


bh' 
S6 


+ 


2- i-bh' 
2 ■ 9 ■ 2 


Sbh' 
36 




J, 


_ 


bh' 

A • 






'^»j'^t. 



BeiBpiel 3: Das äquatoreale TrägbeitBmomeDt fttr einen Ereianng iet 
zn bestimmen. 

Ans der Definition einee TrSgheitsmomentes : 

gebt bervor, daS das Trägbeitsmoment fUr die | 

ganze Fl&cbe gleich der Snmme der Träg- 
heitsmomente fUr die Teile der FUche ist, d. h. 

J = Jo— J^, 
wenn Jd = dem TrSgheitBDiomente einer 
EreiBfläche mit dem Darchmesser D, und 
J^ := dem Trägheitsmomente einer Kreis- 
fläche mit dem Durchmesser d ist. 
Nach der Seite 46 ist: 



d') = 0,05 (D* — d*). 



J, 


4 


*' - S ^' 


= 0,05 D' 




■>. 




''=^'' 


= 0,05 d'. 






Darans ergibt sich; 








J = 


= |fJS' -. 


■'> = -k 


f»'- 



Weiter fioden wir das WiderstandemomeDt fllr die KreisriogflEohe: 

1 ^ JB' — _?!' 

! ~ 4 






S 
D 



Beispiel 4; Das Sqnatoreele Trjtgheitamoment fttr die nachstellend 
sliizzierte FlKche ist in bestimmeo. 



3* 



^ 



Nach dem SUz«, da£ das TrHgheitsmoment 

einer gauen FUlche gleich der Snmme der 

Tr&gheitamomeDte fUr die Teile ist, ergibt sich 
£ hier nnmittelbar: 



Da« Widerstandsmoment findet sich dann 
gleich : 



-(A*-AJ) 



■ h',). 



Beispiel 5: Fttr die unten skizzierten 7 verschiedenen Qnersehnitts- 
formen sind die Tr&gbeits- nnd Widerstandsmomente zn ennitteln. 



Nach dem im vorigen Beispiel 4 ervihnten Satse findet »ch unmittelbar: 



(6 — b,) h' 



_ (6 — ft,) h' 



>JJ5. 



Bff 



h^ _ 6^»; 

12 12 12 

i/,j {BH' — ih' — b,h\). 



J= Vij (Ä-H' + 6»') 



'^v^ l -'^li 



'litiBB' — bh') 



Beispiel 6: ZahlenbeiBpiel. 



J= l/ii |5(6)' - 4(4)'] 
1080 — 256 _ „„ „ .„, 

Tg = oö,o cm . 



AhlbCTg, FMtlKkelUlghr«. 



Sr^ 







i-. 



%11 



50 



^_ ff" 




Beispiel 7: Zfthlenbeispiel. 
, (6- 1) (6)' , 4 (I)" 



J=^ 



12 ' 12 

= 21,16 cm". 

21,16 „ .. 

-^-? — = 8,46 cm*. 



Beiepiel 8: Beatimnmiig der Lage des Sciiwerpaektes (S) 
Flächen nichteymmetrischer Form. ~ 



ügjv 



Wir verwenden hiet einen Satz ans 
der Mechanik, welcher asgt, dafi das 
statische Moment einer FIficbe {= Fläche 
mal Schwerpanktsahatand von der be- 
trachteten Acliae) gleich der Summe der 
statischen Momente der Teile der Fliehe 
mit Bezng auf dieeelbe Achse ist. 

Uro die Lage des Punktes S (Fig. 101) 
zu bestimmen, mttssen wir die Abstünde {x) 
von der Achse {A — A) nnd (y) von der 
Achse {B—B) kennen. 

Durch die punktierten Linien ist die 
ganze Flach {F) in drei Teile (/, II 
und ///) geteilt. 

Bezogen auf die Achse {A-A) haben 
vir also folgende Gleichung der statischen Momente: 

F.x = I{hk) + JT(A + <?/,) + III{k +g + fj^). 
DaniDB: 
^ ^ a • h (hli) + e ■ g (h + glj) + e ■ f (h + ff + fl^ 

a-h-i-c-g + ef 
Mit Bezug auf die Achse (B—B) finden wir folgende Gleichung zwischen 
den statischen Momenten: 

F-y = I(ak) + n(b + cji) + III (rf + e/2). 
Daraus ei^bt sich: 

a ■ h (al^ -\- e ■ g (b + cji) + e • f (a + eli) 
'' a-h + c-g + ef 



Beispiel 9: Bestimmung des ftquatorealen Trägheitsmomentes (J^) fur 
die Figur im Beispiel 8, bezogen auf die Achse (N — N): 

Wir bilden enerst das reduzierte Trägheitsmoment (Jß) für die ganze 
Fläche (F), mit Bezug auf die Achse (A — A), als eine Summe der reduzierten 
Trägheitsmomente {1 J,) der drei Fläcbenteile (/, II und ///), d. h. 
Ja = J^r + Jrii + J,in- 



Hier ist: 

Jrji = Jn + fii • ah= ~f- + c • y (A + gj^)* 

J,m = Jm + fiii • ahi = ^f- + « /^ (A + J + flj)'. 

Hier bedenten Ji, Ju nnd Jju die 
ftqiMtorealen TrIgbeitBmomente fllr die drei 
Teile (/, II nnd III) der gtnzen FIKcIie. 

Ftltiren wir diese Werte tob Jri, Jrii 
and Jriii in die Oleieliang fUr Ja ein, so 
ist damit Js dureh bekumti QrOfien, d. b. 
die AbmeBBnngen des QaerBchnitteB, gegeben. 

Von dem redazierten TrXgbeitsmoment 
Ja kommen wir dsDii ed dem gesachten 
SqnatoreKlen mit Htllfe der Fonnel: 
J^s = Jx — Faß\ 

Hier iet x bekannt aus dem Beiep. 8. ^JA. -102. 



Beispiel 10: Zablenbeispiel: Ju ist gesucht! 



Id derselben Weise, wie im Beispiel 8 finden wir hier zuerst den Abstand: 

2 ■ 6 ■ 1 + 2 ■ 6 (2 + 3) _ <, „„ 

^ = 2-6 + 2.6 -^''"'' 

Die reduzierten TrXgbeitsmomente der 
Teile / nnd H mit Bezug auf die Achse 
A — A sind weiter: 

6-8+ 2-6- 12 ,a ^ 



i + 3)" 



"'"- 12 ^ 

= iliü±l^'Hill?- = ,636cm'. f^-^'i 

Das reduzierte TrUgbeitsmoment für die ganze Fliehe ist dann: 
Js = Jri+Jrij=U-\- 1536 = 1^2 cm*. 
. Damit ergibt sich das llquatoreale TrUgbeitsmoment fUr die ganze Ft&cbe : 
Jjv = J'ä — (2 ■ 6 + 2 - 6) a;' 
Js = 1552 — 24 ■ 9 = 1336 cm'. 



Beispiel 11: Zahlenbeispiel : Ja ist geencht! 



Den ÄbaUnd des ScbwerpnnkteB 8 roa der Achse A-A wird znerst ermittelt : 
3-9- 1,5 + 4-6-6 

"= 3.; + 4.6 =*««"• 

Weiter finden wir mit den Beseich- 
nnngen des Beispiels 9: 
^-^0^ j 9 • (3)' 



J.i=- 



- + 9 • 3 (1,6)' 



-^^. __ 9-27 -f9.3- 2.25 -12 
' ~ 19 



_L« 



- + 4 ■ 6 . (6)' 
• 216 • 12 ___ 



Dann ist: Jä=81 + 5256 = 5337 cm* 

und damit: Jj, = 5337 — (3- 9 + 4 • 6) ■ (3,6)* = 660,96 < 




Beispiel 12: Bestimmang des Xqaato- 
realen Widerstandsmomentes {W) für die neben- 
skiszierte QnerBchnittsfläobe. 



Das Trägheitsmoment ist (nach Beispiel 5) : 
r _ 16 (20)' 14 (18)' 2 (10)' 



128000 — 83648 



Dann ergibt sich das Widerstandsmoment: 



Beispiel 13: Das Widerstands- 
moment fUr die nebenskizzierte FIftche 
ist zn bestimmen. 

Zuerst wird das Trägheitsmoment 
bestimmt: 

_ (20 — 4) (26)' (20 — 4) (22)' 
^~ 12 Ü 

(14 - 4) (22)' _ (14 - 4) (18)' 



—^ j2 — ==16 833 cm*. 

Das Widerstandsmoment ist: 
- J 15 833 ,_,_ 
^=^ — = .„ = 1218 cm*. 



Bemerkung: Die Nietltteber sind dadnrch berttckBiohtigt worden, dafi die 
Breite (20) mit 4 verkleinert in die Bechnong eingesetzt ist 



Beispiel 14: Beatimmnng dea äquatorealen Trägheitsmomentes tili die 
nebenskizuerte Trapetflilche: 
Bestimmung von a: 



_ ft(^+6.) _ft 6 + 26. 
b + b, 3 ' ft + ft, ■ 

Derans: 
14,5 7 + 2 . 2,5 



3 7+2,5 



- = 6,1 cm. 



FUr die drei Flttcbenteite I, II und HI baben wir mit Bezug auf die 
Basis als Achse folgende reduzierte Trägheitsmomente: 

•'"— 2 12 
b, • »• 



J, 



b, h' 
2 12 ■ 

DaB reduzierte TrlgheitemomeDt fUr die gaeze Fläche bezogen aaf die 
Baeia ist dann: 

Jn — J„ + J„i + J.m 

~ 2 12 "^ 3 "^ 2 12 

--^(i. + 4*,) = -^(i+3i,). 

Dann ist auch das äqnatoreale Trägheitsmoment der ganzen Fläche: 

J = J, - f . ,• = -^ (i + 3 i.) - i (6 + J,) . I'. 

-_ ft' (^' + 4 M», + tj) _ (14,5)' [(7)' + 4 • 7 ■ 2,5 + (2,5)'] 

36 (» + d.) 36 (7 + 2,6) 

= ~ 1116,0 cm'. 



Beispiel 15: Bestimmong des Trlgbeits- nnd WidentaadaiDomeiite« 
fUr die nachstehend skiasierte Fliehe, bezogen aof die Äohse x^x : 



Das TrSgheitsmoment ist hier: 
, _ 29 (35)' 15 (33)' 



10 (31)* 
12 



2 (21)' 
12 



Vn [29 • *2875 — 15 - 35 937 
— 10- 29790 — 2 . 9260] 

387 900 anaarr t 

= 32325 cm\ 




§9. 

irnterBaöhiuig 
Ton venöhiedenen Trflgem in Bezng auf Biegnnf^foBtigkeit. 

a) Freitrkger. 
Auf der Seite 35 haben wir die Biegnngsmomente der ftuSeren Kr&fte 
ftlr die gewObnlichBten BeUBtnngsftlle eines FreitHlgera bestimmt 

Wenn eine einzige ftn£ere Kraft vorhanden ist, finden wir für einen be- 
liebigen Qaerschnitt (I, Fig. 109) das Biegungsmoment: 
3/n = P- X. 

Wir sehen hieraus, daS die Grtt&e M^ 
mit dem Kraftarm x wächst. Das Biegni^B- 
moment ist somit am größten, wenn x seinen 
größten Wert eireicht hat, d. h. fite- 
re = i. 
Im Einspannungsquerschnitt (IT) haben 
wir also: 

Mm =Pl. 
Dieser Querschnitt ist hier der gefähr- 
liche, denn hier bricht der Stab zuerst, 
wenn er zuviel belastet wird. 




Denkt man sich das Biegnngamoment fUr jeden Querschnitt des Trägers 
gebildet, und alle diese Momente graphisch in irgend einem Maßstab von 
einer horizontalen Geraden abgesetzt — jedes Moment unter seinem zugehörigen 
Querschnitt — und alle Endpunkte dieser Strecken miteinander verbunden, 



Bo entlieht eiBO Karre, die eine Flache hegienzt, welche die Momente n- 
fläche genaDQt wird (Fig. 110). 

L&fit sich in verachiedenen Pillen ein Analytisches Oeseti, eine Gleichnis 
für die Form der Kurve bilden, bo kann man die Fläche leicht konstrnieren. 

Im Torliegenden Falle zeigt der allgemeine Auadmck für das Biegnngs- 
moment 

daß das Biegongsmoment M^ direkt mit der Linge x wichst. Hier ist also 
die Kurve eine gerade Linie nnd die Momentenflftche ein Dreieck. 

Die Momentenäiche gibt eine klare 
Uebersicht über die Verindernng des 
BiegnngBmomentcB von Qaerschnitt zn 
Querschnitt. 

In allen Pillen, wo ein EUrper auf 
Biegung beansprucht wird, tritt auch 
eioe Äbschemngsbeanspmchung aaf. Diese 
ist von kleinerer Bedeutung im Vergleich 
znr Biegung. Die auf Abschemng wirkende 
Kraft aber, welche in den QnerBchnitten 
wirkt und senkrecht zur Stabachse ge- jff 
richtet ist, hat für uns hier Interesse, 
weil sie ein Mittel bietet, um den ge- 
fährlichen Querschnitt zu finden. 

Diese „Querkraft" ist nämlich 
die Resultierende aller äußeren Kräfte, auf dem durch den betrachteten Quer 
schnitt abgeachnittenen Trflgerteil, d. b. gleich der algebraischen Summe dieser 
Kräfte, wenn sie alle parallel sind, und eine genauere nntersncbung der 
Biegungsfestigkeit hat gezeigt, daß das 
Biegungsmoment für den Quer- 
schnitt am größten ist, wo die Quer- 
kraft = ist. 

Setzt man unter jedem Querschnitt des 
Stabes, von einer geraden Linie aus, die 
zQgehBrigen Qaerkräfte in einem beliebigen 
Maßstab ab, so begrenzt die Verbindunge- 
knrve der Endpunkte eine Fläche, welche 
Querkraftfläche genannt wird (Fig. 11 X). 
Die Ordinateo dieser Fläche zeigen dann 
die Veränderung der Querkraft von Quer- 
schnitt zu Querschnitt. Positive Qnerkräfte 
werden nach unten abgesetzt, negative nach 
oben von der Geraden. 

In den Querschnitten, nnter welchen 
die Kurve die Gerade sijiaeidet, ist die 
Qnerkraft = 0, nnd in denselben Querschnitten haben wir eine geffthrliche 
Bi egnngabeanspruchung. 
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Weil die Wirkungen von mehreren Kräften eich algebraisch addieren, 
ergibt sich die Homentenfliohe eines Freiträgers mit mehreren Be- 
lastungen als eine Summe von Dreiecken, wie ans Fig. 112 ersichtlich ist. 



Die Qoerkraftfläche ist treppenfönnig, weil die Qaerkr^ft immer konstant 
anf den nicht belasteten Strecken, svischen den Einzellasten ist. 




Ist der Freitrlger gleiehmifiig be- 
lastet mit p kg/cm, so ist das Bie- 
gnngsmoment flir einen beliebigen 
Qnersohnitt / (Fig. 113): 

Ana dieser Gleicbong sehen wir, daß die Homentenfläohe dnrch eine 
Linie — eine Parabel — begrenzt ist. 
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Die Qnerkraft aber wächst von Qaerschnitt zu Qaerschnitt mit dem 
Abstände Xf und die Querkraftfläche ist also hier ein Dreieck (Fig. 113). 

Ist nur ein Teil der ganzen Länge (Q des Trägers gleichmäßig belastet, 
so ist die Momentenfläche unter diesem Teil durch einen Parabelbogen 
begrenzt, und die Querkraftfläche auf derselben Strecke durch eine schiefe 
Gerade gekennzeichnet (Fig. 115). Bei der Berechnung hat man den gefähr- 
lichen Querschnitt zuerst zu ermitteln. Bei den eigentlichen Freiträgem liegt 
der gefährliche Querschnitt am eingespannten Ende. 



b) Beispiele ttber Freiträger. 

Beispiel 1: Ein Freiträger aus Tannenholz hat am äußeren Ende 
500 kg zu tragen. Die freitragende Länge ist = 1,2 m. Die Breite (&) 
des rechteckigen Querschnitts soll 
sich zu der Höhe (A) wie ^jj ver- 
halten. — Wie stark mus der 
Träger bei lOfacher Sicherheit sein? 



Am eingespannten Ende haben 
wir hier den gefährlichen Quer- 
schnitt. Das Biegungsmoment ist da : 

Jfj = p. Z = 500. 120 

= 60 000 kgcm. 

Für ein Rechteck ist das Widerstandsmoment: 




Hier ist: 



W = 



^= y oder: 6 = y Ä. 



Also auch das Widerstandsmoment: 



W 



= -TS- cm'. 



7.6 42 

Von den drei Größen der Biegungsformel: 

fehlt dann noch der Wert für k^ 
Ftlr Tannenholz ist: 

die Zugfestigkeit: K^ = 820 kg/cm^ und 
die Druckfestigkeit: K = 460 ^ 

Die gefährliche Biegungsspannung tritt also auf der gedrückten Seite auf. 
Bei lOfacher Sicherheit ist also: 

^60 Aai I 2 

= 46 kg/cm^ 



K = 



10 



in die Rechnung zu stellen. 

Die Formel Jlf j = W - kj^ gibt dann : 

5A' 



500 . 120 = 



42 



46, 
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daraus: 



h = l/_60000j_42_ ^ 22,5 cm. 



Dann ist: 



b = ^lj ' 22,5 = - 16,0 em. 



Beispiel 2: Welches Normalprofil (Fig. 117) maß man für einen Frei- 
träger ans Walzeisen wählen, wenn die Länge desselben Z = 2,6 m ist, nnd 
eine Last von 650 kg am änßeren Ende hängt? 






I- 



lA 



%CiAA^ 



Hier wird mit Hülfe der Formel : 

das mindestens erforderliche Widerstands- 
moment (W) bestimmt: 

650 • 260 ^^^ 3 

- = 169 cm*. 



ff 






1000 



{ 



Denn es ist: 



M. = P . Z = 650 • 260 kgcm 



i 



TT 
11 



^ 



>r*".^fe 



kj^ = 1000 kg/cm^ (Fiofieisen ; rahige Last). 

Die Normalprofilnummer des ^-eisens findet sich dann ans Tabellen, die 
in den Handbüchern vorhanden sind. 

Die N,-P. Np. 19 entspricht einem Widerstandsmoment: IF= 185 cm*. 

Es ist noch zu untersuchen, ob das 
Gesamt- Widerstandsmoment [Wg=zW-\- W») 
infolge der äußeren Bekstung (P=650 kg) 
und des Eigengewichtes des Trägers noch 
unterhalb des Wertes 185 cm^ bleibt. 

Ein X"®^®®° ^^^ ^•'^* ^^* ^^ wiegt 
23,8 kg pro lauf. m. 

Das Eigengewicht kann als eine gleich- 
mäßige Belastung über den ganzen Träger 
(Fig. 118) betrachtet werden. 

Das Biegungsmoment ist also: 

2,6 . -^ = 8044,4 kgcm. 



na 



•% 



AM 



M' = 23,8 



Und somit das Widerstandsmoment: 



W. 



= ^ = ^^9^ = SMcm\ 



k^ 1000 



Das Gesamt- Widerstandsmoment ist somit: 

Wg = 169 + 8,04 = 177 Cm^ (< 185 cm' !) 
Die N.-P. Nr. 19 ist also zulässig! 



Beispiel 3: Wieviel kann ein Freiträger aus Flußstahl mit recht- 
eckigem Querschnitt 5 X 50 cm' am äußeren Ende tragen, wenn die Länge 
= 1,5 m ist und die Last ruhig wirkt? 



In die Glnohnng M^^W-k^ Bind wunfUuren: 
A/j = P . 150 kgem 

TT = ^ = 5J^Ü 

6 6 

tj = 1500 kg/om*. 

Die zulHsBig« Belastang ist 
dum (wenn der TrXger auf Hoch- 
kant steht): 

P 



1 ■ 5 (50)' 
250 6 

-20835 kg. 



1500 



W.m 



Beispiel 4: Wieriel kann derselbe TrKger ansbalten bei dersetben 
BiegongBspannnng k^ = 1500 kg/cm', wenn 50 cm die Breite (b) des Qner- 
achnittes nnd 5 cm die Hohe (h) draselben sind? 

Dann ist: 

bh*_ 50(5)' 
^ 6 " 6 
und somit: 
p^ 1 50 (5)' 
15Ö ■ 6 
= - 2085 kg. 



W= 



■™-1 




f 










i, 


/ - 






1500 ; 


^ 


=s. 



Beispiel 5: Wie stark maß der Freiträger ans X'Eisen nnter den in 
der nachstehenden Skizze angedeuteten VerhältnisBen seinV 



^ ^? -JUoo^i^ ^ 



J 



^ 



1: 



'^. 



Wenn das Eigengewicht nicht berücksichtigt wird, haben wir hier: 
JM^ = 500 ■ 120 + 1000 ■ 90 = 150000 kgcm 
|ij ^ 1000 kg/cm' (Flußeisen; ruhige Belastung). 
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Dann ist: 






150000 
1000 



= 150 cm'. 



Dazu gehört N.-P. Nr. 18. 



Beispiel 6: Wie stark ma& ein sich langsam drehender Stahlzapfen 



sein, wenn der Zapfendruck = 2500 kg ist und -y = */2 sein 



soll? 




Hier ist: 

W = ^ 
10 

k^ = 500 kg/cm ^ 
Also: 



2500 -(2 (denn 



{- 



2 



= .) 



d' 



oder: 



.=1/: 



2500 . d = — . 500 



2500 . 10 



500 
l=z2 d—. 14,0 cm. 



= — 7,0 cm 



Beispiel 7: Welche Ahmessungen muß der Hebel in Fig. 123 im 
Querschnitt (I—l) haben, wenn das Material Gußstahl ist und die Zapfen- 
kraft (800 kg) nach Fall lU wirkt? 




In die Gleichung: 



M.= W' k, 



sind folgende Werte einzuführen: 



W = 


800 


- 50 


= 40000 kgcm 




u.= 


300 


kK/c 


m' 


40000 = 


Darane: 














6A» 


6 ■ 40000 
300 ~ 


800 cm*. 












/ 6 = 4,0 cm 










\A = 15,0 cm 




es ist: 






4 X (15)' = 900 


cm*. 



Beispiel 8: Wie gro6 ist die spezifische Sp&iuiting im geflltirlicheti 
QnerBobnitt des nntenskizzierten TrSgers, wenn die Druckkraft am Mnfieren 
Ende = 740 kg betrag:tP 



Der Qnerechnitt I — / igt hier der gef^rliche. FUr diesen Querschnitt 
ist das Biegnngsmoment, reichlich gemessen: 

M^ = P- 100 kg/cm = 740 X 100 kgcm. 




Das Trägheitsmoment des Querschnittes (I^JQ ist: 

J = 1/,, [16 (20)' — 14 (18)' — 2 (10)'] = 3700 cm'. 
Dann ergibt sich das Widerstandsmoment: 
J 3700 



W = 



10 



= 370 c 



Die spezifische Spannung ist also: 

_ K _ 7*0 ■ 100 

** — ^ — 370 



I kg/cm*. 



Beispiel 9: Wie breit ß) mtlssen die Zähne eines Bpenrades (Fig. 125) 
sein, wenn die Klinke mit einer Umfangekraft von 200 kg wirkt und die 
sonstigen Beseiohnangen die der Figur sind? 
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Der Zahn kann hier als Freiträger mit der 
Länge X =■ }yO cm betrachtet werden. Der 
beansprachte Querschnitt ist ein Rechteck von 
der Höhe h = 0,8 cm und der Breite (b). 

Wenn kj^ = 200 kg/cm* als sniässige Span- 
nung erachtet wird, so ergibt sich die Breite (b) 
ans der Oleichnng: 

b ' (0,8)' 



200 • 1 = 



6 = 



6 « 200 
0,64 . 200 



200 



= ^ 9,5 cm. 



Beispiel 10: Ein Hängelagerbock (Fig. 126) für 1000 kg Zapfendmck 
soll konstruiert werden. Welche Abmessungen mufi der Querschnitt {I^I) 

bekommen, wenn das Material Guß- 
eisen ist, und kj^ = 200 kg/cm' als 
zulässig erachtet wird? 




Wenn wir den Abstand r = 20 cm 
schätzen, so ist das Biegungsmoment : 

Jfj = 1000 . 20 = 20000 kgcm. 

Wenn die Form des Querschnittes 
il—l) nach Fig. 126 angenommen 
wird, so ist das Trägheitsmoment 
desselben: 

5^' _ (B—b) a?^ _ bh^ 

12 



J= 



12 



12 



daraus : 



20000 = Vii 



BH^ — 



Die Biegungsformel M^'= TT- k^ 
gibt dann die Gleichung: 

(BJ?* — (5 — 6)a;»-6Ä» 



Hh 



200, 



(jB — b) x^ 



bh 



^^ = 600. 



H H 

Durch probeweises Rechnen finden wir folgende passende Werte: 
J? =: 6 cm 

6 = 1,5 „ Diese Werte geben: 

A= 4 „ ^ {B - b) X' 

H= 13 , 



w- = ^ 660. 



Beispiel 11: Ein Perrondach (Fig. 127) wird von 'Holzbalken mit recht- 
eckigem Querschnitt {bjh = ^/2) getragen. Der äußerste Teil des Daches ist 
freitragend auf einer Breite von 1 m. Der Abstand zwischen den Trägern 
ist = 80 cm. Die Schneelast und das Eigengewicht geben zusammen eine 
Belastung von 500 kg/m'. Wie stark mttssen die Träger sein? 



Di« freitragende LUngfl üoes jeden Trlgers iat aIbo mit einer gleich- 
m&fiigen BelMtnng; 



100 



betaBprnebt. 

Folgende Werte: 

pl* _ 4 (100)' 



M,= 



= 20000 kgcm 
= —3 — = .n cm 



k^ = 60 kg/cm' (Kiefernholz!) 
sind kIbo in die Oleichong Jlf^ = IF- A;, 
einzofUbren : 

20000 = -j^- • 60. 

Dann ergibt sich: 

. V/ 20000 -12 , . . 

Ä=y g^ i6,0cin 



Beispiel 12: Wie etuk mUssen die X'^^^^' ■■> 
Balkon nach nntenstehender Skizze sein? 
















_^ 
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Wir nehmen an, dafi die Träger 
eine Belastung von 750 kg/m* 
(Verkehralaat nnd Eigengewicht) 
zn tragen haben. 

Die ganze Flache iat = 1,2 
X 3,6 — 4,32 m*. Auf jeden 



von den drei mittelsten TrHgem kommt also eine gleichmKßige Ba- 
l»Btung von: 

^|1 . 750 = - 810 kg. 

DftB BiegnngBmoment fUr einen Träger ist also: 

Jf, = 810 • -^ = 48 600 kgcm. 

Wenn k^ = 800 kg/cm' die enllUsige BiegnngBBpannDiig ist, so ersehen 
wir ans der Gleiehnng: 

^ M. 48600 .. - , 

dikfi eine N.-P. Nr. 13 passend ist. 



Beispiel 13: BereohnnDg einer Handkorbel für iwei Arbeiter a 15 kg. 
Die Verbältnisse sind ans der Fig. 129 zn entnehmen. 

Hier sind drei Qner- 
Bohnitte eh berechnen. 

Der Qnerschnitt 1 
ist auf Biegung bean- 
spnicbt. 

DerQnersohnittZf 
auf Biegung nnd 
Drehung beansprucht. 
Wenn nun den diago- 
nalen Abstand (at) als 
Kraftami in das Bie- 
gangsmoment ansetzt, so 
kann man den Qoer- 
achnitl anf Biegnngsfestig- 
keit allein berechnen. 

Forden Querschnitt 
77/ gilt dasselbe, wie fUr 
Qnerschnitt 77. Hur ist 
der Kraftarm = y. 
a) Bestimmung des Durchmessers (d) im Querschnitt 7: 
( M^ = 2 • Ib ■ iO = 1250 fcgcm 




W = 



10 



kl = 500 kg/cm' 



1200 = — - . 500 



= ~ a,tf cm. 



b) Der QnerBohnitt 11: 




(11, = SO- 60= ISOO kgom 
bh' , 


.» = ^.« 


»-= — ... 
1 i, = 500 kg/om- 


- = i^ 


fflr 6 = 1,5 cm ist h 


= 8,5 em ~ 4,0 c 



c) Der Qnoraohnitt lU: 

l M. — 30 ■ 70 ~ 2100 kgcm 



( k^ = 500 kgcm* 



500 



3,6 cm ^ 4,0 cm. 



Beispiel 14: Berecbnung der Anne eineB Stimrtdea, welches 1400 mm 
DarcbmeBaer hat und durch eioe UmfaDgskraTt: P = 136 kg beanapnicbt 
ist. Die Araizahl bestimmt man gewdhnlieh nach der Formel: 
t = i/g V/1400 = ~ 5. 

Hier ist 1400 := dem Durch- 
messer im Teilkreis. 

Die Arme kOnaen als Freiträger 
betrachtet werdea, die in der Nobe 
eingeepannt eind. GewQhnlieb nimmt 

man an, daß '/^ der Arme |d. h. — | 

die ganze ümfangskraft zu tragen hat. 

Wir denken nns hier den Arm- 
qnerschnitt krenzförmig (Fig. 131). 

Dann ist das Widerstandsmoment: 
J 1 ,D 



e t> a 

Für den Querschnitt (/- 
das BiegnngBmoment: 

Die BiegnngBformel : 



■B) h']. 
-1) i« 
= 136 • 62 = 8432 kgcm 



M.= W- 



%1M 



gibt dann: 



BH" + ib—B)h' 



B H* + (b—B)h' __ 6 • tj432 ■ 4 
H ~~ 5-300 

= 135,0 cm*. 
Die Zahnbrute (h) sei ^ 7,5 cm. 
Weiter nehmen wir die Materialst&rke: S ^ h 
Dann ist im obigen Ausdmck nur S allein zn bestimmen 
2W + (7,5— 2) (2)' 




: 135. 



Daraus: W — 67,5 H= — 

ein passender Wert ist hier ff = 8,0 cm. 
Ansgeführt : f = 90 mm. 

Ablberg, FaaUgkelUIfthr«. 
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Beispiel 15: Festigkeitsberechnung einer Spiralfeder (Fig. 132) für 
625 kg ümfangskraft. 



Wenn die Kraft nicht viel veränderlieh 
ist, kann man k^ = 5000 kg/cm^ ftlr das 
gehärtete Material (Federstabl) annehmen. 

Das Biegnngsmoment ist: 

Jtfj = P • r = 625 • 6 kgcm. 

Der Querschnitt mag rechteckig sein. 
Dann ist: 




6 = 



625 

b 

Daraus: h = 0,3 cm = Stärke der Feder. 



Wenn die Breite {b) der Feder =: 5 cm 
ist; gibt die Gleichung Jf^ = W*kf^; 

5(Ä)' 



5000. 



c) Träger auf zwei Stützen (freiaufliegend): 

Der allgemeine Gang der Berechnung eines Trägers auf zwei Stützen in 
Bezug auf Biegungsfestigkeit ist folgender: 

I. Die Stützreaktionen, die Auflagerdrücke {A und B) werden 

bestimmt. 
IL Die Lage des gefährlichen Querschnittes wird festgestellt. 
IIL Man denkt sich den Träger bis zum gefährlichen Querschnitt (ron 
rechts oder von links) eingemauert und berechnet den anderen 
Teil als Freiträger mit den darauf wirkenden Kräften. 



Für das Gleichgewicht eines Trägers im Räume haben wir die drei 
Bedingungsgleichungen : 

1. 2 3/ = 0; d. h. die Summe der Momente aller Ejräfte in bezug auf 

einen gewissen Punkt mufi = sein; 

2. S F = 0, d. h. die algebraische Summe aller senkrechten Kräfte 

muß = sein; 

3. 2 H = 0, d. h. die Summe aller wagerechten Kräfte muß = sein. 

Bei der einfachen Biegungsfestigkeit wirken alle Kräfte senkrecht zur 
Stabachse. Wenn die Stabachse wagerecht ist, haben wir die dritte Bedingungs- 
gleichung von selbst erftiUt. 

L Mit Hülfe der ersten Gleichung läßt sich der eine Auflagerdruck {Ä oder B) 
finden, wenn der Angriffspunkt der anderen {B oder Ä) als Drehpunkt ftlr 
die Momente angenommen wird. 

Fig. 133 zeigt einen Träger auf zwei Stützen, belastet mit einer Einzel- 
kraft P im Abstände a vom Ende A und im Abstände b vom Ende B. 

Wenn wir den Punkt B als Drehpunkt annehmen (Fig. 134), so gibt die 
Bedingungsgleichung IM = die Momentengleichung: 

A' l — P' b = 0. 
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Daraus finden wir: 



JP'b 



Die Fig. 135 zeigt einen Träger auf zwei Stützen mit drei Einzellasten: 
P^, P, nnd P,. Mit B als Drehpankt g^bt die Momentengleichnng : 

4 . Z _ P, . a, - P, . a, - P, . «3 = 0. 



<? 



f^.i3> 




d 



^f. 




1 1^' r^- 1 



ß 









^.i^f 



Auch hier wird eine gleich- 
mäßige Belastung auf einer gewissen 
Strecke dorch eine gleichwertige 
Einzellast; die im Schwerpunkte 
der Belastungsiläche angreift^ ersetzt. 

Der Träger in der Fig. 136 
ist durch eine Einzellast (P) und 
eine gleichmäßige Belastung von 
f kg/cm auf der Strecke x heiastet. 

Aus der Oleichung: 




A^l — F{x + a) — I? . a? (a + y \ = 



findet sich hier die Sttitzenreaktion: 



Pipt^ ^^ ä)—px(a^-^ 



l 



Genau in derselben Weise kann 
man den Auflagerdruck B 
finden^ wenn man den Punkt A als 
Drehpunkt annimmt. So ist z. B. 
nach Fig. 137: 



B 



l 




»♦ 
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Die vorher angeführte zweite BedingungBgleichang: 

1 V=0 
für das Oleichgewicht des Trägers gibt aber direkt die andere Sitttzenreaktion 
(B)y wenn die eine (A) bekannt ist. 

Der Träger nebst allen äußeren Belastungen ruht auf den beiden Stütz- 
punkten A und B. Die ganze Summe der äußeren Belastungen (2P) muß 
also gleich der Summe der Stützendrücke (A + B) sein, d. h.: 

sP= A + B 
oder: 

B = 2SP — A 
oder: 

A = SP— B. 



IL Aus der Definition der Quer kraft als die Summe aller Lasten auf 
dem durch den betrachteten Querschnitt abgeschnittenen Trägerteil geht 
hervor, daß wir einen Querschnitt mit der Querkraft = finden, 
wenn wir die äußeren Belastungen des Trägers, von einem be- 
liebigen Ende anfangend, der Reihe nach addieren, bis wir die 
Größe der zu diesem Ende gehörigen Auflagerkraft {A oder B) 
erreicht oder überschritten haben. 

Dieser so gefundene Querschnitt ist der gefährliche Querschnitt 
des Trägers. Es kann in besonderen Fällen sein, daß ein Träger mehrere 
solcher Querschnitte hat, wo die Querkraft ihr Zeichen (von -f- in — oder 
umgekehrt) wechselt. Es sind dann mehrere kritische Querschnitte vorhanden, 
und man hat zu untersuchen, in welchem von diesen das Biegungsmoment 
das größte ist, d. h. welcher der gefährlichste ist. (Siehe Beispiel 7.) 
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Bei dem Träger in Fig. 138 
zeigt es sich, daß der ge- 
fährliche Querschnitt unter 
der Kraft P, liegt, denn der 
Wert von £ = 300 kg liegt 
zwischen der Summe: 

P, 4-^2 = 100+60=160 kg 

und 

Pr+P.+ P. 

= 100 + 60 -f 500 = 660 kg. 



ft 



1308 — 250 
10 



In der Fig. 157 (Seite 78) 
liegt der gefährliche Quer- 
schnitt im Abstände = x 
= 106 cm vom linken Ende, 
denn die Gleichung: 

1308 = 250 + 10 • a? 

gibt 



=- 105,8 cm. 
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Bei der BestimmuDg der Querkraft wird eine gleichmäßige Belastung 
als eine Reihe von Einzellasten (p kg/cm) auf den einzelnen Zentimetern behandelt. 



Bei den Trägem auf zwei Stfltzen können wir auch leicht eine Quer- 
kraft fläche (Fig. 138) zeichnen^ die dann in den Punkten, wo die Querkraft 
ihr Zeichen wechselt^ den geföhrlichen Querschnitt erkennen läßt. 



nL Das Biegungsmoment Jl/j, für einen beliebigen Querschnitt des 
Trägers auf zwei Stützen finden wir immer, wenn wir den Träger bis zum 
betrachteten Querschnitt eingespannt denken und den anderen Teil als Frei- 
träger betrachten. Hierbei wird der Auflagerdruck {A oder B) als äußere 
Kraft; mitgerechnet. 

Im Querschnitt I (Fig. 
139) ist also das Biegungs- 
moment : 

Mbi = B ' y. 

Im Querschnitt II (Fig. 
139) ist in gleicher Weise 
das Moment: 

= A(J> + f)-P,.f. 

Das Biegungsmoment 
ändert also von Querschnitt 
zu Querschnitt seine Größe mit dem Abstände (y) vom Trägerende. 

Wenn wir auch hier die Biegungsmomente in irgend einem Maßstabe 
von einer Geraden ab graphisch unter ihren zugehörigen Querschnitten abge- 
setzt denken und die Endpunkte dieser 
Strecken verbinden, so wird dadurch 
eine Fläche umgrenzt (Fig. 140), die 
wir Momentenflächen des Trägers 
nennen. Die zeigt hier die Ver- 
änderung des Biegungsmomentes mit 
dem Abstände y. 
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Bei Einzellasten bat man geradlinige Begrenzung der Fläche zwischen 
den belasteten Querschnitten (Fig. 140). 
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In dem AuBdracke für das Biegangsmoment eines Trägers mit Strecken- 
belastong kommt aber der Abstand (y) im zweiten Potenz (y^) vor, nnd das 
zeigt, daß die Begrenzung der Momentenfläclie hier eine geloilmmte Linie ist 
(eine Parabel; Fig. 141). 

Die Momentenfläche zeigt sofort, wo das Biegongsmoment am größten ist, 
d. h. wo der gefllhrliche Querschnitt liegt. 



d) Beispiele über Träger auf zw.ei Stützen. 

Wir betrachten hier nur den Fall, daß die beiden Enden des Trägers 
frei aufliegen. Der Fall, dafi die Enden eingespannt sind, kommt sehr 
selten vor. 



Beispiel 1: Ein Balken aus Kiefernholz liegt mit seinen beiden Enden 
auf zwei Sttttzmauern, die 3 m voneinander entfernt sind. Wie stark muß 
er sein, wenn eine Last von 1600 kg im Abstände a = 80 cm vom 
rechten Ende hängt und die Breite (b) des rechteckigen Querschnittes =^/5 



von 



der Höhe | A = — h\ desselben sein soll? (Fig. 143.) 




Die Auflagerdrücke sind: 

. 160 ■ 80 .^^ - 

^=—300— = ^ ^25 kg, 

B=1P — A = 1600 — 425 

= 1175 kg. 

Der gefllhrliche Querschnitt (siehe 
die Momenten- und Querkraftfläche in 
Fig. 142) liegt hier unter der Kraft P, 
d. h. im Abstände a = 80 cm vom 
rechten Ende (B). 

In diesem Querschnitt ist das 
Biegungsmoment : 



oder 



M^ — Ba= 1175 • 80 
= 94 000 kgcm 

Jlfj — ^ . 220 = 425 • 220 
= 94 000 kgcm. 



In die Gleichung: Jlf^ =^ W- fc^ sind also hier folgende Werte einzuführen : 




Jlf^ = 94 000 kgcm 
_fcÄ^_ 3A^ 
~ 6 ~ 5 . 6 

k^ = 60 kg/cm* 



94 000 = 



3_ä; 
30 



60 



-f 



94 000 



Ä = ^ 25 cm 

6 = 3/g Ä =z 15 cm. 
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Beispiel 2: Eine RadKohse aus Stahl dreht sich in ihren beiden 
Lagern (Fig. 144). Die beiden Ruder haben einen GeB&mtdruok von 6 Tonnen 
zu tragen. Die Längenabmea sangen sind ans der Figur zd ersehen. Wie 
stark maß die Achse sein? 

In diesem Falle, wo die 
Räder und Lager in bezug 
auf die Hittellinie des Wagens 
symmetrisch gelegen sind, ist 
es klar, daß die beiden Lager- 
drUcke (A and B) gleich groä 
sein müssen. Jedes Lager 
trXgt die halbe Last. 

Die beiden Qaerschnitte / 
und II sind hier gleich geßlhr- 
lich. Das Biegangsmoment in 
beiden ist: 

^„ = Moii = 3000 - 25 

= 76000 kgcm. ''^'J' '" 

Das Wideratandsmooient für eine Kreisfläche mit dem Dnrchmesser d ist: 

Weil die Räder fest aufgekellt sind and die Achse sich dreht, haben 
wir hier Fall 77/ der Kräfte wirk ang, and somit: 
A» = 450 kg/cm*. 
Mit diesen Werten gibt die Biegnngsformel : 



75 000 = — ö" • 450 



oder: 



. f 15000 _ ^ 12 ^ ^^ 
' 45 

Der Qaerschnltt /// ist noch zu antersncben, da der Zapfen (d,) schwächer 
ist, als die übrige Achse (d). 

Wir nehmen an, daß die Länge des Zapfens I, = 2^, ist. 
Dann ist das Biegangsmoment für den Qner- 
schnitt lU: 

Mbni= 3000-^ = 3000 -d,. 

Die Biegungsformel: M^ 

3000 ■ d, = -^ 

H- 

Der Zapfen ist noch auf Flächenpressang und Reihangsarbüt zn antereuchen. 
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Beispiel 3: Die beiden Hauptträger (I-Eisen) eines Laufkranes haben 
eine größte Last von 6000 kg (Eigengewicht der Laufkatze, Kette, Nutzlast) 
zu tragen. Die Spannweite beträgt: Z = 6 m. Welche N.-P.-Nr. muß 
man hierbei verwenden? 



Die geföhrliche Laststellung ist 
hier, wenn die Laufkatze in der Biitte 
^ steht. Dann sind die beiden Stutzen- 
^ drücke einander gleich, d. h. 

= 3000 kg. 

Die beiden Hauptträger der Last- 
bühne tragen je die Hälfte der Be- 
lastung. Für einen Träger ist also: 

A = B = 1500 kg. 

Das Biegungsmoment in der Mitte (Querschnitt /) ist dann: 

Mbi = 1500 . 300 = 450000 kgcm. 





^UU UM 



>lto 
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Wenn k^ == 800 kg/cm* als zulässig 
erachtet wird, ist das mindestens erforder- 
liche Widerstandsmoment: 



^_ Mii _ 



1500 . 300 



, 800 

= 562,5 cm\ 

Die N.-P.-Nr. des Trägers muß also 
29 sein. 



Beispiel 4: Eine Windenvorlegewelle ist zu berechnen. (Fig. 147.) 
Es sitzen auf der Welle zwei Stirnräder (J und II), die miteinander ver- 
bunden sind. Die Welle ist dabei nur auf Biegung beansprucht. Die 
vertikale ümfangskraft am Rade II ist: P^ = 300 kg. 

Die horizontale Ümfangskraft des Rades 1 ist: P^ = 750 kg. 



Hier werden unter Berücksichtigung der Kraft P^ zwei wagerechte Lager- 
drucke: Af^ und Bf^ zuerst ermittelt (Fig. 148) und dann unter Berück- 
sichtigung der ELraft P^ noch zwei Lagerreaktionen A^ und B„ in der senk- 
rechten Ebene (Fig. 149). 
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Die beiden Lagerdrttcke, links z. B.: A^^ und A^ werden dann zu einer 

Resultierenden : 

A = VaI + AI 
zusammengesetzt. 
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Es ist: 



Ai 



750 ' 100 
120 



= 626.kg 



Weiter : 



Bh = 750 — 625 = 125 kg. 

300 . 85 




A„ = 



120 



213 kg 



Also: 



[B„ = 300 — 213 = 87 kg 

A = 1/(625)^ + (213)'"= 660 -- kg. 



lÄc^ASo 



Die Druckkraft A ist schon kleiner als P^. Unter P^ liegt also der 
gefährliche Querschnitt. 

Das Biegungsmoment ist hier: 

Jfft = ^ . 20 = 660 . 20 = 13200 kgcm 

(Mb =) 13 200 = — . 400 (= W^ . h) 

d = - 7,0 cm. 

Wenn der Durchmesser (d) des Zapfens gleich der halben Länge (l) 
desselben sein soll; so gibt die Biegungsformel (Beispiel 2; Fig. 145): 

660 • d, = -^ . 400 



l^ = 2d, = 8,0 cm. 



cm 



Beispiel 5: Welche N.-P.-Nr. muß für den in Fig. 151 skizzierten, 
gleichmäßig belasteten I- Träger genommen werden? 



Hier sind die Längen der ttberragenden Enden einander (2,5 m) gleich. 
Die beiden Auflagerdrücke A und B sind also gleich groß. Sie tragen je 
die Hälfte der Oesamtbelastung. 



Also: 

A = B= *l2 (25 ■ 1000) = 
Eine HomeDtengleichung gibt dasselbe: 



- + 250(500 + 



= B = 




— 12500 kg. 



%xA'i* y- 



Im Qnerschnitt I — in d«r Uitte — igt das BiegangBmoment: 

Mir = 12600 ■ 250 — 25 ■ 500 ■ -^ = 0. 
Im Querschnitt II haben wir dagegen : 

Mi II = 25 . -^^^ = 781260 kgcm. 

Hit k^ = 1000 kg/cm* ergibt sich dann das errorderliche Widerstandamoment: 

M,ii 781 250 _ „ „ 
Tr=^^=-^-^- = 781,25 cm. 

Dazu gehört eine N.-P.-Nr. 32. 



Beispiel 6: Ein TrSger mit 
Überragendem Ende ist nach 
Fig. 152 belastet. Das Material ist 
Kiefembolz. Welche Abmessungen 
mu& der rechteckige Querschnitt 

haben, wenn b = -r- sei» soll ? 




Zuerst bestimmen wir die Sttttsen- 
drllcke A und B: 

i _ 2000 ■ 50 — 500 • 30 
250 
= 340 kg 
ß = SP— .4:^2500 — 340 
= 2160 kg 
und dann zeichnen wir die Quer- 
kraftflftche (Fig. 152). Daraus sieht 
man, daß die Querschnitte / und // 
gefährlich sein können. 
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Es zeigt sich; daß das Biegongsmoment M},i gröfier ist: 

Mij = 340 • 200 = 68 000 kgcm (von links gebildet) 
J/ftj = 2160 • 50 — 500 . 80 = 68 000 (von rechts gebildet). 
Miij = 340 • 250 — 2000 • 50 = 500 • 30 = 15 000 kgcm. 

Für die Berechnung des Qaerschnittes haben wir also: 

68 000 = ^ . 60 [= 1/j = TT . ij 



68 000 = 



2 • 6 



60 



^ 60 



68 000 



= -- 24,0 cm 



, h 24 ,^^ 

b = — = — = 12,0 cm. 



Beispiel 7: Eine Welle ans Flu&eisen ist nach Fig. 153 mit 7 Kräften 
belastet. Wie stark muß sie im gefährlichen Querschnitt sein, wenn k 
= 400 kg/cm' die zulässige Biegungsspannung ist? 




^.-iX 



^JiUi 



Um einen Ueberblick über die Verhältnisse zu gewinnen, zeichnen wir 
zuerst die Querkraftfläche. Dazu müssen wir als Ausgangspunkt wenigstens 
die eine Stützenreaktion (z. B. Ä) kennen. 
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Eine MomentengleichuDg fUr B als Drehpunkt gibt: 

-4 . 500 — 100 • 450 + 500 • 400 — 200 • 380 — 50 • 250 + 30-200 
+ 70 . 60 — 300 • 30 
_ 45 000 — 200 000 + 76 000 + 12 500 — 6000 — 4200 + 9000 

500 

= — 135 kg. 

Das — zeichen zeigt, daß die Kraft A nach abwärts gerichtet sein maß; 
damit alle Kräfte im Gleichgewicht bleiben. 

Aus der Gleichung £ P—A ergibt sich : JB = 185 kg. 

Die Querkraftfläche zeigt nun, daß wir zwei kritische Querschnitte haben. 
Die erste Kraft von rechts (300) ist schon größer als B. Unter 300 ist also 
ein gefährlicher Querschnitt (I), 

Wenn wir die Querkraft von links aus untersuchen, so finden wir, daß 
die Kraft 500 kg — von unten — größer ist als {A -f- 100 kg) von oben. 
Die Querkraft wechselt also im Querschnitte {11) unter 500 ihr Zeichen, und 
wir finden somit auch hier einen gefährlichen Querschnitt (Fig. 153). 

Wenn wir weitergehen und die Querkraft in den folgenden Querschnitten 
untersuchen, so ergibt sich der nächste Zeichenwechsel erst im Querschnitt/, 
wie vorher gefunden wurde. 

In den beiden Querschnitten 1 und // haben wir dann folgende 
Biegungsmomente : 

Mi,i = 185 . 30 = 5550 kgcm 

Mi,n = 135 . 100 + 100 . 50 = 18500 kgcm. 

Der Querschnitt i/ ist also der gefährlichere. Die Biegungsformel 
gibt dann: 



18 500 = 



=f: 



10 



400 



18 500 
40 



7,73 cm = -^ 80 mm. 



Beispiel 8: Ein I-Träger auf zwei Stützen mit beiden Enden über- 
ragend ist nach Fig. 154 belastet. Welche N.-P.-Nr. muß man hier nehmen, 
wenn die Kräfte ruhig wirken? 



Der Auflagerdruck links ist: 

80 . 350 + 100 • 200 + 600 • 100 — 400 



A = 



30 



300 



320 kg. 



iSok^ 




%vo^A^^ 



Wenn wir die äußeren Be- 
lastungen der Reihe nach von links 
addieren, so erreichen wir die 
Größe id (= 320 kg) erst, wenn wir 
die dritte Last 600 kg mit- 
- nehmen. Der geföhrliche Quer- 
schnitt liegt also unter 600 kg. 
In diesem Querschnitt /ist 
das Biegnngsmoment: 
Mu= 320 . 200 — 80 . 250 — 100 • 100 

= 34000 kgcm. 
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Wenn h = 1000 kg/cm^ zulässig ist, finden wir : 

34000 



h 1000 

Dazu gehört eine N^-P.-Np, 10. 



= 34 cm' 



Beispiel 9: Wie stark 
muß der nebenskizzierte 
Träger sein, wenn der Quer- 
sehnitt kreisrund und Jct'= 
800 kg/cm^ zulässig ist? 



1 



"hffO ky 
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Der Auflagerdruek links ist: 



A = 



300 . 300 + 800 . 200 + 2 • 300 . 150 



360 



= ^ 945 kg. 



Die Querkraft wechselt 
erst unter der Last 800 kg 
ihr Zeichen. 

Für den gefährlichen Quer- 
schnitt I ist dann das Bie- 
gungsmoment: 

Jtf„= 945 . 160 — 300 • 100 

— 2 . 100 . 50 

= 111200 = -— - . 800 



(= W • h) 



d 



^f 



111200 
80 



=--11,5 cm. 



Die Fig. 156 zeigt die 
Form der Querkraft- und 
Momentenfiäche. 




Beispiel 10: Welche N.-P.-Nr. ist für den I-Träger in Fig. 157 
passend, wenn ki = SOO kg/cm^ als zulässige Biegungsspannung erachtet wird? 



Die Sttttzkraft Ä ist hier: 

250 • 220 + 10 • 150 • 225 



A = 



300 



= - 1308 kg. 



Bei der Bestimmung des gefährlichen Querschnittes haben wir folgende 
Gleichung: 

1308 = 250 + 10-0? 
1308 — 250 ,^- Q 

X = — = 105,8 cm. 
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Hier bedeutet x den Abstand vom linken Auflager bis zum gefiihrlicben 
Querschnitt (I). 







rmn^ 



Das Widerstandsmoment ist dann: 



w — -^ — 



1308 • 105,8 — 250 (105,8 — 80) — 10 • 105,8 



105,8 



- 76074 



800 
Die N.-P.-Nr. mufi also = 15 sein. 



800 

954 cm'. 




Beispiel 11: Ein Träger auf 
zwei Stützen ist mit einer gleich- 
mäßigen Belastung von |) = 6 kgcm 
belastet (Fig. 158). Welche Abmes- 
sungen mufi der rechteckige Quer- 

schnitt (bXh) haben, wenn b = — 

sein soll und das Material Eichenholz ist ? 



Die Auflagerdrttcke sind: 

A — B — ^ ' ^ — — ^- 

2 2 

[= 600 kg. 

Der gefährliche Querschnitt in 
der Mitte hat ein Biegungsmoment: 
_ pP__ 6 - (200)' 
~" 8 "~~ 8 

=- 30 000 kgem 



Mt 
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In die Oleichnng: Mh = W - kj, sind somit folgende Werte einzuführen: 
Jfft = 30000 kgcm 






bh 



6 12 

kl, = 65 kg/cm ^ 



cm' 



30000 = 



12 



65 



1*=^ 



30000 . 12 



65 



= - 18,0 cm 



fc = - -- 9,0 cm. 



Beispiel 12: Eine Welle ans Gußeisen mit kreisringförmigem Quer- 
schnitt ist durch drei Kräfte (Fig. 159) auf Biegung beansprucht. Wenn 
Tch = 80 kg/cm ^ die zulässige Spannung ist, und die Durchmesser sich wie 

(d\ 
= ^j verhalten, so haben wir folgende Festigkeitsberechnung: 




Die Lagerdrttcke: 

80 - 140 + 300 . 100 + 2000 • 50 



A=: 



160 



= 882,5 kg 



5 = 2 P-A = 1497,5 kg. 

Mit der Kraft B wären die Zapfen zu berechnen. 

Der gefthrliohe Querschnitt der Welle findet sich unter der Last 2000 kg. 
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Hier ist das Biegungsmoment: 
Ml = 1497,5 . 50 = 74 875 kgcm 

D*— d* .. /D* (5/7 i))*\ _ 2)3 



^ - '10 2> - '»n D Z> ; - 10 v^ 2W 

h = 80 kg/cm^ 
Die Gleichung: 



96 



74 875 = - - D' . 80 
96 



gibt: 



_ 1/ 74 875.96 _ ^ 24 
'^ 7 . 80 

d =: 5/^ 2) =, ^ 17^0 cm. 



cm 



Die Wandstärke ist dann: S = 



2 



= 35 mm. 



Beispiel 13: Der Keil einer Geatängeverbindung (Fig. 160) ist za be- 
rechnen. Die Zugkraft in der Stange ist 15 000 kg, die nach Fall II wirkt. 




%o^^<co 



Der Keil ist als ein Träger auf zwei Stützen auf Biegung zu berechnen. 
Die Kräftewirkung ist aus der Fig. 161 zu ersehen. 

Der Querschnitt kann als ein Rechteck 
mit der Höhe = h und der Breite = b 
betrachtet werden. 

Nehmen wir an, daß die Keilstärke 
b = 2,5 cm ist (wäre auf Grund der 
Flächenpressung zu bestimmen, siehe § 2), 
so haben, wir folgende Werte: 

(Mi = Pl2 '^ — Pk 'V=Pl2 («-y) 

\w=^''' = 2,5 (/»)^ 

6 6 

kl, = 800 kg/cm^ 

Die Abmessungen x und y sind aus der Zeichnung zu entnehmen. 
Im vorliegenden Falle sei: 

X = 8,0 cm, y = 2,5 cm. 




V 



-^--{-f 
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DaDn ist: 
« 260 = 


-2,5). 
2,6 *■ 


■ 41250kgcm 

• 800 



2,5 ■ 800 



= - 11,0 cm. 



Bfliepiel 14: Ein Erenzkopfzapfen 
(Fig. 163) ist (är die Kraft - 12 200 kg saf 
BieguDgsfeetigkeit za berechnen. Die Ver- 
bältnisse aind aus der Fignr sa ersetien. 



Die Beanspraohnng vechselt zwischen 
Zng und Drnck. 

Also ki = 450 kg/cm* (Stahl). 

p 
Jtfj = Y (11 — 4) = 6100 ■ 7 

— 42700 kgcm 



42 700 = — ■ 450 (= Jfi = IT 
,_ -1/ 42 700 



= ~ 10,0 cm. 



khlbarg, FeaUrtdtalabr«. 
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Beispiel 15: Bei einem Drehkran sind die Zapfen der Rollen im Rollen 
lager (Fig. 163) zu berechnen. 



Aus der Fig. 164 geht hervor, daß das Biegnngsmoment für den Qaer- 
schnitt I ist : 



*' = f(|-T) = «'-*- 



§ 10. 

Trftger gleicher 



Unter einem Träger gleicher Biegnngsfestigkeit verstehen wir einen 
solchen, der in jedem Querschnitt unter den gegebenen Belastungsverhältnissen 
dieselbe Biegungsspannnng hat. 

Wir wissen, daß die größte Spannung (A;^) in den äußersten Fasern eines 
Querschnittes auftritt. Diese größte Spannung eines jeden Querschnittes soll 
hier überall dieselbe sein. 

In prismatischen Körpern, die auf Biegung beansprucht werden, ist die 
Spannung in den verschiedenen Querschnitten sehr verschieden, denn sie wächst 
direkt mit dem Biegungsmomente. Dies geht aus der Biegungsformel: 

hervor. Die Querschnitte sind überall gleich groß, und damit auch die 
Widerstandsmomente (W). Die Spannung ist im ^gefährlichen Querschnitt^ 
am größten, weil das Biegungsmoment da seinen größten Wert erreicht. 

Die Bedingung, daß die Spannung der äußersten Fasern in allen Quer- 
schnitten dieselbe sein soll, d. h.^ daß das Verhältnis: 

für den ganzen Träger konstant sei, ist bei veränderlichem Werte von M^ 
nur dann zu erfUllen, wenn das Widerstandsmoment sich im Verhältnis zu 
Mb verändert. 

Bei den Trägem gleicher Biegungsfestigkeit sind also die verschiedenen 
Querschnitte eines Trägers von verschiedener Größe, wenn auch die Form die- 
selbe bleibt. Bei diesen Trägern sind alle Querschnitte gleich gefährlich. 

Um die Größe der Querachnitte der Träger gleicher Biegungsfestigkeit 
in verschiedenen Fällen zu bestimmen, hat man zwei Wege. Entweder kann 
man von Querschnitt zu Querschnitt vorgehen, und die Abmessungen überall 
mit Hülfe der Biegungsformel feststellen — oder kann man durch Gleich- 
setzung der Biegungsgleichungen für zwei Querschnitte eine Bedingungs- 
gleichung für die Profilkurve finden. 
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a) Freiträger gleicher Biegangsfestigkeit. 

Beispiel 1: Ein Freiträger ist mit einer Einzelkraft (P) belastet. Wie 
verändert sich die Breite (x) des rechteckigen Querschnittes^ wenn die Höhe (h) 
konstant bleibt? 



Die Abmessungen {b und h) des Einspannungsquerschnittes (7) ergeben 
sich ans der Gleichung: 

Jr • i =^ — 5 — • #^6 • • • • A» 
O 

wenn { und kf, bekannt sind. 

Ebenso ist die Breite x im Querschnitt II ans der Gleichung: 

P ' y = — j5 — • A^fr . . . . U. 



6 



zu bestimmen. 





Bringen wir in den beiden Gleichungen I und II alles auf die linke 
Seite über, was für beide gemeinsam ist^ so haben wir: 

6 P _ b_ 6 P _ x^ 

kl, - h^ l h - h^ y * 

Setzen wir die beiden rechten Seiten dieser Gleichimgen einander gleich, 
so ergibt sich fUr die Veränderung der Breite (x) mit dem Abstände (y) 
folgende Bedingungsgleichung: 

X b 

y ~~r' 

Wir sehen daraus, daß der Träger dreieckförmig sein muß (Fig. 166). 



«• 
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Beispiel 2: Wie verändert sich die Höhe {e\ wenn die Belastung aas 
einer Einzelkraft (P) besteht und die Breite (6) konstant ist? 






r %4£l 



S 




Im Einspannimgsqaerscliiutt haben 
wir folgende Biegangsgleichung: 

P J ^^' 1. T 

Jr • i = • Kl, • • • m 1. 

6 

In einem anderen beliebigen Quer- 
schnitt {II) haben wir weiter: 

Jt* ' y =. ——— • A;^ • . . . li. 

Ans diesen beiden Oleichnngen er- 
gibt sich: 



6P 



z' 



h^ 



hh ~l\ ^•^*^*- 7 = T 



6P 

hkb 



= "T oder: «' = 



* -T*«' 



Die Profilkarve im Aufriß ist also eine Parabel (Fig. 167). 



Beispiel 3: Wie verändert sich die Höhe {z) bei konstanter Breite (5), 
wenn der Träger mit p kg/cm gleichmäßig belastet ist? 







Für den Einspannungsquerschnitt (J) 
haben wir: 

2 6 «%•••• ^ 


Im Querschnitt JI: 

^--~- — —TT- • fe • . . . II. 
2 6 


Daraus: 


6 p _ «* 




2 . 6 • &6 y' 
6 j? Ä^ 


«» A» 
• daraas: , — ^,- 


2 . 6 . Aft /' 




oder: 

V l ' 


h 



^ArOkAbb 



Der Freiträger ist also in diesem Falle im Aufriß dreieckftrmig (Fig. 168). 



Beispiel 4: Wie verändert sich der kreisrunde Querschnitt eines Frei- 
trägers, wenn eine Einzellast (P) am äußeren Ende hängt? 
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Im EinspanniuigBqaenehiiitt (I) haben wir: 



4 



In einem beliebigen Querschnitt 17: 



P.y = f r». 



Kh • • • • XJL« 



Diese Gleichungen können auch ge- 
schrieben werden: 

4P rl 



4P r' ^ 

5 — = -j- und j— = -^^. 

IC • fcft i IC • «5 y 

Daraus: 

_ = _ oder: n = j/^. . y. 

Die Profilknrye ist eine sogenannte kubische Parabel (Fig. 169). 




Beispiel 5: Zahlenbeispiel: Ein Freiträger mit konstanter Breite b 
•.^ 10 cm trägt am äufieren Ende eine Last von 4000 kg. Wie hoch muß 
der Träger in den drei Querschnitten I^ II und III sein, wenn kh überall 
= 200 kg/cm' sein soll? 



Für den Einspannungsquerschnitt (7) haben wir: 
4000 . 80 = ^^I * . 200 



Äi = 30,98 cm, 

Hit Hülfe der Bedingungsgleichung: 

aus dem spiel 2 (Seite 84) ergibt sich 
dann sofort: 






960 
80 



50 = 24,6 cm 



960 

80 



30 =18,97 cm« 




Dieselben Werte hätten wir auch gefunden durch Lösung der Biegungs* 
gleichungen für die beiden Querschnitte II und IZ7 getrennt für sich. 



Beispiel 6: Zahlenbeispiel: Welche Spannung {k^) herrscht in einem 
dreieckförmigen Freiträger aus Flufieisen mit der konstanten Höhe (h) 
= 1 cm und einer Breite & = 20 cm im Einspannungsquerschnitt, wenn am 
äußeren Ende eine Last von 50,0 kg wirkt? 
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Die Gleichung: 

20 • (1)^ 
50 . 40 = } ^ . Afc 



gibt: 



, 50-40-6 ^^^ , , , 

h = 2^ = 600 kg/cm'. 




^0*^ 



Beispiel 7: Zahlenbeispiel : Wie 
stark ist ein Freiträger aus F1q£- 
eisen mit kreismndem Querschnitt im 
Abstände y = 30 cm vom freien Ende, 
wenn eine fiinsellast von 1500 kg den 
Träger auf Biegung beansprucht, und 
der Durchmesser im Einspannungsquer- 
schnitt = 12 cm ist? 



Die Bedienungsgleichung: 



l 



•y 



gibt mit den Werten (Fig. 172): 

r' = (6)' 
l = 100 cm 
y =r 30 cm 



r.= V- 



(6)' 



100 



30 = 4,0 cm, 



SifW* 




Beispiel 8: Zahlenbei- 
spiel: Berechnung einer ge- 
schichteten Dreieckfeder, auch 
Lamellenfeder genannt, fttr eine 
Kraft von 1000 kg. 



Wir nehmen an, daß die 
Feder aus sechs Lamellen von 
5 cm Breite besteht. Die Feder 
entspricht dann einer einfachen 
Dreieckfeder mit der Basbreite 
= 5 - 6 = 30 cm. Wir nehmen 
an, daß ki = 4000 kg/cm^ die 
zulässige Biegungsspannung für 
das gehärtete Material ist. 

Dann gibt die Gleichung: 



1000 • 50 = 



6 

30- Ä' 



4000 
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=1/ 



1000 ■ 50 « 6 
30-4000 



=:'-l,6 cm. 



Za beachten ist, da£ die Dreieck- 
spitzen darcb gleicblange Federkörper 
von gleicher Breite ersetzt werden 
können; wenn sie anch als Träger 
gleicher .Biegangsfestigkeit (nach Bei- 
spiel 5) ansgebildet werden (Fig. 174). 




b) Träger von gleicher Biegnngsfestigkeit auf zwei Stützen. 

Beispiel 1: Wie verändert sich die Höhe (AJ eines Träges mit recht- 
eckigem Querschnitt; wenn die Breite (b) konstant nnd die Belastung gleich- 
mäßig (p kg/cm) ist? 



Ans der Belastung (p) und der zulässigen Spannung des Materiales (ki,) 
ergibt sich die Höhe (h) in der Mitte aus der Gleichung: 

. l pl l bh} , 

2 2 4 6 ^ 

Die Sttttzendrttoke sind: 

— n — £l 
2 



A = B = 




Hit diesem Wert fUr A geht die obige Qleichong ttber in: 

8 ~ 6 



= — ::— • kl 



a) 
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Im Querflchnitt U haben wir: 



— r— • V r- = —IT- • iCi 



oder: 



'i ('-»>="-*. 



b) 



Die Gleichungen a) und b) können wir »ach schreiben: 

y • 6 _ 4 A* j? • 6 A* 

2 . 6 • Jkj ~ i' 2.6./fcj "~ y{l-y) ' 

Daraus ergibt sich: 

4Ä» 



hl 



V 



y {i-y) 



oder: 



_ 2hVy{l-y) 



Beispiel 2: Wie verändert sich der Durchmesser (d^ eines Trftgers 
mit kreisrundem Querschnitt und mit gleichmäßiger Streckenbelastung (p kg/cm) ? 



In der Mitte im Querschnitt / haben wir: 




-J.-P1 



A = B = 



Also: 



2 



8 



pl _ PjY _ d^ 

2 * ^ i 10 



^ " = 0,1 d* . Jkft a) 



py 



(^-y; = 






2 ^' ^^ 10 ^ 

Die Gleichungen a) und b) können wir auch schreiben: 



Im Querschnitt //haben wir: 
. . . b) 



10 » 4 d' ^ 10 • p 
_^=__„nd-^-^ = 



d;? 



y (i - y)' 



Daraus : 






dl 



y(i — y) 



oder: 



ä. = fi^^lli . „. 
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Beispiel 3: ZahlenbeispieU Eine Achse ist mit drei Kräften (Fig. 177) 
belastet. Wie stark mnfi sie in den vier Querschnitten I, II, III and IV 
sein, wenn ki = 1000 kg/om^ überall konstant sein soll? 




Iv^dll 



Die Auflagerdrttcke sind: 

800 • 140 + 400 . 90 + 100 . 40 



A = 



200 



= 760 kg 



B=l P— A= 1300 — 760 = 640 kg. 

Im Querschnitt I haben wir: 



Mr = 760 . 30 = 



d} 



Querschnitt II: 



Mtii = 760 . 60 = 



Querschnitt III: 



10 



dh 
10 



1000; di=z 6,1 cm. 



1000; dn= 7,7 cm. 



Mmti = 760 . 110 — 800 • 50 = 



dl 



II 



10 



1000; din= 7,6 cm. 



Querschnitt IV: 

Miiv = 540 • 40 = 



-^ . 1000; diy — 6,0 cm. 



§ 11. 

Drehnngsfesti 



Wenn ein an dem einen Ende eingespannter prismatischer Körper an 
seinem freien Ende durch eine Tangentialkraft P im Abstände R von der 
Längsachse beansprucht wird; so daß die Ebene dieses Drehmomentes 
{M^ = JP ' M) senkrecht zur Stabachse steht, so ist der Körper auf 
Drehungsfestigkeit zu berechnen. Wir betrachten hier den Körper als aus 
einem Bündel von Fasern bestehend; die alle vor der Drehung geradlinig und 
miteinander parallel sind. Nach der Verdrehung nehmen die Fasern die 
Form von Schraubenlinien an. Diese Formänderung der einzelnen Fasern ist 
an der Oberfläche des Körpers am größten und nimmt nach dem Innern zu 
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allmabliob &b, nod es gibt im Innern eine LSngsluer (A—A), die ibre Form 
gar nicht Terlndert hat. Diese Faser nennt man die Drebangsacbse des 
Körpers. Sie fUlt mit der 
Uittelacbse des KOrpera za- 
sammen and gebt dnrcb die 
Scbwerponkte aller Qaerscbnitte 
(Fig. 178). 

Jeder Stabqaerscbnitt ist 
nacb dieser Anscbaauag im 
Verfaftltois zn dem festgebalte- 
nen Ende des Kttipers — nnd 
im Vergleich zu seiner nrsprUng- 
licben Lage — nm einen ge- 
wissen Winkel (a) rerdrebt. 
Dieser Verdrebnngswinkel ist 
nm 80 grSfier, je weiter der Qaenchnitt vom eingespannten Ende entfernt ist 
(Fig. 179). 

Den grSßten Winkel 
(= f ) finden wir am 
freien Ende des Körpers, 
nnd dieser Winkel 7 
wird insbesondere Ver- 
drebnngawinkel ge- 
nannt. Für prismaliscbe 
Körper sind die Ver- 
drehnngswinkel zweier 
Qnorsebnitte den zu- 
gehörigen Abständen 
iJ ' ' ' Tom eingespannten Quer- 

schnitt proportional, 
d. h. der Verdreh ungswinkel wichst direkt mit dem Abstände des betrach- 
teten Querschnitt es vom eingespannten Stabende. Dieses folgt aas der 
regelmäßigen Form der Schraubenlinien. 

Betrachten wir zwei 
Querschnitte (Fig. 180), 
die am den sehr kleinen 
Abstand X voneinander 
entfernt sind, so haben 
sie sieb anch nm den sehr 
kleinen Winkel Aa gegen- 
einander verdreht. Vom 
' Qaerschnttt I bis znm 
Querschnitt II bat der 
Verdrebungs Winkel a am 
den kleinen Betrag A n 
u zugenommen. 

Es verhalten sich also : . „ 1 
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Wir betrachteo eine Faser (Fig. 181) vom Qaerscbnitte f ioi Abstände r 
von der Drebnngsacbse. 

Der Faserqnerscbnitt f im Stabqaerscbnitte II ist dann um das Stück 

a? = r • Aa 

im Verhältnis znm Faserqaerschnitt f im Stabquersohnitte I verschoben. 
Es ist: 

A ^ 




Diese Verschiebung x ist also dem 
Abstände r proportional. Durch diese Ver- 
schiebung der zwei benachbarten Faserquer- 
schnitte (f) wird zwischen denselben eine 
Scherspannung (o^) wachgerufen^ die 
der Verschiebung x und somit auch nach 
der obigen Gleichung dem zugehörigen 
Abstände r proportional ist. In jedem 
Faserquerschnitt f des ganzen Stabquer- 
schnittes entsteht bei der Verdrehung eine 
solche Scherspannung. 

Wenn wir den Abstand der äußersten 
Fasern von der Achse mit e und die zu 
diesen Fasern gehörige Scherspannung, die 

auch Drehungsspannung genannt wird, mit k^ bezeichnen, so haben wir 
also das Verhältnis (Fig. 182): 




und daraus: 



e 



e 



• K- 



Hiermit haben wir einen Ausdruck für die Scherspannung in einem be- 
liebigen Flächenteilchen (f) des Stabquerschnittes gefunden. 
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Dieses Fläehenteilchen entspricht somit einer Tangenttalknft: 



i = f 



'67 



welche sich der Abschemng nnd somit auch deren Ursache, der Verdrehung, 
widersetzt. Jedes Flächenteilchen des ganzen Stabqaerschnittes widersetzt 
sich der Verdrehung mit einer zugehörigen Kraft: 



t = f'0. = f 



e 



• K- 




2^,= 




Zu dem inneren Gegenmoment 
der Materialkräfte; welches dem 
äußeren Drehmoment (M^ in jedem 
Augenblick das Gleichgewicht hält, 
trägt also jedes Flächenteilchen f 
mit einem Moment m^ bei, wobei: 

m^ = ^ • r = /" • • k^ ist. 

Das innere Gegenmoment des 
ganzen Stabquerschnittes {F) ist dann: 

— — *rf- 



Bei Gleichgewicht des äufieren und inneren Momentes haben wir also: 



und daraus die Drehungsformel: 



'Kt 



M,= 



e 



f^A» 



Die Summe 2 f * r^ erkennen wir wieder als das polare Trägheits- 
moment Jp des Querschnittes (siehe Seite 39), und wir können die Festig- 
keitsformel für Drehung also schreiben: 



M,==^ 



rC'A» 



Das Verhältnis 



e 



bezeichnet man auch mit Wp und nennt es das 



polare Widerstandsmoment des Stabquerschnittes. Es ist also: 

•^^ (cm'). 



Wp = 



e 



Für die Drehungsformel finden wir dann auch die Form: 

JU^=Wp^ k^ 

Wenn der Stab einer dauerhaften Konstruktion angehören soll, darf die 
Spannung (o^) höchstens nur den zulässigen Wert k^ erreichen, welcher 
aus der Tabelle (Seite 3) zu entnehmen ist. Dieser zulässige Spannungs- 
wert kd ist hier auch nur ein Teil von dem größten Wert K^ bei der Bruch- 
grenze. Auch hier mufi die Formänderung weit unterhalb der Elastizitäts- 
grenze bleiben, wobei die spezifische Spannung: 

ist. Hier bedeutet wiederum S den Sicherheitsgrad gegen Brach. 
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§ 12. 

Polare Trf^heits- und Widrarstaudsmomente fttr Tenchiedene 
QuOTschnitte. 

Die obige Herlei tnng der DrehuDgaformel 

ist unter der Voranasetcnng gescheheD, daß die Stsbqnerachiütte snch nach 
der Verdrehnng eben bleiben. Dieaes ist aber nicht bei allen QaerschnittB- 
formen der Fall, nad eine genauere Untersnchnng der VerhftltniBse bringt 
deshalb bei einigen QnerHchnitten besondere Faktoren in die Gleichnng ein. 
Ftlr KretB- nnd Kreieringqaerschnitte, die am meisten bei Körpern, welche 
auf Drehung beansprucht werden, vorkommen, gibt die neue and die alte 
Theorie dieselben Werte. 

1. Der KreisqaerBohnitt. 
Nach Seite 39 babeo vir: 

Jy = J^ + J,. 
Das äquatoreale Trftgheitsmoment ist : 

J, = J^ = ^d' = -jr* (Seite 46). 
Also ist: 

10 2 

Dann findet sich das polare Wider- 
standsmoment : 



J, = 2J,=^d^=.-^ 



W,^^ = ^ d' = 0,2 d» = ~r*. 
e in £ 



2. Der Eveisring. 
Hier ist: 

Alao: 

J, = 2 J. = ^ (D' - <!•) 
= 0,1 {D- - <!•). 
Efl ist aoch; 

J. = J, = -*-(Ji'-r'). 

Also anch: 

j, = ^ (jj' - )•'). 



Dai poUre WiderstaDdainoment fUr den Ereisriofi; ist: 



.Jj^_»_^ 



16 I> ~"'^ _D 



Die genaae Theorie gibt weiter folgendes: 

3. Der rechteckige Qaerscbnitt. 

Die Drehongsfonnel ist also hier: 




4. Der elliptische Querschnitt. 



Der VerdrehungswinkeL 

Oft wird in der Fraxia verlangt, daß eine Welle, die aaf Drehung be- 
ansprucht wird, nicht nur eine genügende Festigkeit, d. h. eine bestimmte 
Sicherheit gegen Brach bieten soll, sondern auch, daß der Verdrebnngswinkel 
der Welle pro laufendes Meter eine gewisse Grö&e nicht UberBchreitea darf. 
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In der Formel fUr den Verdrehungswinkel (9) kommt der sogenannte 
Gleitmodnl {G) vor. Um diesen Begriff kennen za lernen, betrachten wir 
einen sehr kleinen Würfel (Fig. 188); welcher unter dem Eiaflnsse äufierer 
Kräfte so deformiert wird, da£ 
zwei Flächen {ABCD und ABFK), 
welche vorher zueinander senk- 
recht standen, nach der Deforma- 
tion einen Winkel (90*^ — y) mit- 
einander bilden. Die Größe des 
Winkels y ^^^^ ™<^9 wenn die 
Wttrfelflächen genügend klein sind, 
ausdrücken: 




DA 

Die Größe Y wird Schiebung 
genannt. Die Schiebung ist stets 
die Folge einer paarweise auftreten- 
den Schubspannung (o«) zwischen den Fiächenteilchen (Fig. 188). 

Das Verhältnis: 



heißt der Schubelastizitätsmodul oder Gleitmodul. 
Wir sehen, daß der Gleitmodul: 

= 0. 

ist, wenn y = 1 wt. Es ist aber '^=lf!liTDI/ = DA. 

Hieraus ergibt sich, daß der Gleitmodul G gleich der Schubspannung (a«) 
ist, welche schiebend auf den kleinen K örper s o einwirkt, daß die Endflächen 

sich einander gegenüber um ein Stück (DD^) gleich der ganzen Länge {D A) 
des Körpers, verschieben. * 




Betrachten wir nun zwei Querschnitte (J und //) eines auf Verdrehung 
beanspruchten Trägers, so finden wir mit den Bezeichnungen der Fig. 189 
(wie vorher auf Seite 90): 
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and x = r • -y- • 9. 

WenB wir das Trttgerstttck zwischen den beiden Qaerschnitten / und 11 
verdrehen, so ist die Schubspannnng im Punkte Ä' gleich dem Gleitmodal Oy 
wenn die Verschiebung des Panktes Ä nach Ä' gleich dem Abstände X ist. 
In einem anderen Pankte B mit der Verschiebang x sei die Spannung 
gleich o«. 

Weil die Spannungen den zugehörigen Verschiebungen proportional sind, 
hat man das Verhältnis: 

a, X 

G ~T 
oder : 

X 

ö" ~" — 

X 

(wenn wir den obigen Wert für x einführen). 
Daraus ergibt sich: 

ö = T • »• 

oder: 

o, = -^ • 9 • G. 

Vorher (Seite 91) hatten wir auch gefunden, da£ die Spannung in ver- 
schiedenen Fl&chenteilchen (f) des Querschnittes sich zueinander wie die zu- 
gehörigen Abstände von der Achse verhalten, d. h.: 

^ — 1. 

K~ ^' 

wenn Tc^ die Drehungsspannung in den äußersten Fasern im Abstände e be- 
deutet (6r ist also ein spezieller Wert dieser Spannung, wenn die Ver- 
schiebung in den betreffenden Punkten gleich X ist.) 

Daraus finden wir: 

, e 

*d= — •«. 

und somit die spezifische Spannung der äufiersten Fasern, ausgedrückt dui*ch 
den Verdrehungswinkel (9): 

ft^ = — .y.(p.G=— .9.6, 
und daraus die Formel für den Verdrehungswinkel: 



e G 



Q) —~. - d 



Hier wird also der Verdrehungswinkel ^ des freien Endes durch die 
größte spezifische Drehungsspannung k^ der äußersten Fasern ausgedrückt 
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Aas der Formel: 



Af. = 



•*. 



ergibt sich: 



and somit: 



<P = 






GJ. 



Diese Formel für ^ hat große Aehnlichkeit mit der Formel für die 
Yerlängerang bei Zagbeansprachung : 

P . l 
^ l = — — - (siehe Seite 9). 



In der oben gefundenen Formel: 



l 

e 



O 



ist der Winkel cp im Bogenmaß aasgedrttekt, d. h. die Einheit des Zahlen- 
wertes 9 ist ein Winkel, dessen zagehörige Bogenlänge gleich dem Radias ist. 

Den Winkel (f in Oradmaß ((p^) 
finden wir, wenn wir die obige Formel 

180 
mit multiplizieren. Es ist nämlich: 

IC 

2 IC r = 360«, 
and für r = 1 haben wir: 

360 2 Tc 

oder: . 180 

7C ^ 



Also ist: 



180 J^ k^ 
' e * G 



X 



180 



X 



G • Jp 




Werte für den Gleitmodal G (in kg/cm'): 



Schweifieisen 
Flaßeisen. . 
Flnßstahl. . 
Stahlguß . . 
Gußeisen . . 
£ichenho1z . 
Kiefernholz . 



770000 
880000 
850000 
880000 
290000-400000 

8000 

7000 



Ahlb«rg, FMtlgkeitBlehre. 



§ H. 

Beispiele snr Drehnngsfestigkdt 

Beispiel 1: Ein FlnfieiseiiBtab mit kreiBrundem Qoeraehnitt iat durch 
eine tangeDtiale Umfangakrafl vod 100 kg im Äbat&nde 30 cm tod der Stab- 
ftchee saf Verdrebang beansprucht. Wie stark (d) mo& der Stab sein, wenn 
die znlässige Drehnngsspannnng (k^ = 600 kg/cm' ist? 

In die QleichuDg M^ = W, ■ k^ 
sind folgende Werte einzuführen: 
[ Af^ =: 100 • 30 = 3000 kgcm 

TT, = 0,2 d* 
[ jtj ^= 600 kg/cm'. 

Dann ergibt sieb: 

3000 = 0,2 d* ■ 600 



_ -i/ 300( 
' 0,2 - ( 



-3,0 c 



Beispiel 2: Die Bflhne eines Laufkranes wird von einer Haspelkette 
«DS (Umfangskraft = 20 kg) mit Hülfe von Zabniitdem (Fig. 192) bewegt. 
Wie stark mu& die Rnndeisenstange sein, die das Drehmoment UbertrSgt? 



Mit den Abmessungen der Figor finden vir: 
[ 3fj = 20 ■ 40 = 800 kgcm 
I Wf = 0,2 d' 

k^ = 200 kg/cm' (Flnßeisen ; Fall 111). 



%n^ 



Die Formel : M^ = 



: Wp • &j gibt mit diesen Werten : 
800 = 0,2 d ■ 200 



'=t/p 



= 2,7 cm. 



Beispiel 3: Wieviel verdreht sich die A m lange RnudeiBenstange des 
Torigen Beispiels (2), wenn der Dorebmesser ^ 2,7 om ist? 



Die Formel fUr den VerdrehuDgswiDkel : 

, 180 l 



j^bt mit deo Werten: 



I = 500 cm 
d 2,7 

' = Y = ^-' 

k^ = 200 kg/cm* 

G = 830 000 kg/oi 

160 500 • 2 



i' (Seite 97). 

Ö ,1. 



^ ~ lü 2,7 830000 ' 

Der Verdrebungswinkel ist «Ibo hier — 1' pro laufendes Meter. 

Beispiel 4: Eine Stalilwelle von 3 m Länge ist auf Drehung be- 
anepmcht. An dem einen Ende der Welle sitzt ein Stirnrad, welches 'die 
Kraft weiterlutet. Das Drehmoment wird durch ein Wasserrad mit 4 m 
DurchmeBser und 200 kg Umfangskraft erzengt. Wie stark mnfi die Welle 
sein, wenn nnr die Drehungsfestigkdt BerHoksicbtiguns findet? 



In die GMehnng: M^ = Wp ■ k^ sind folgende Werte einzuführen: 

|3f_j = 200 ■ 200 = 40000 kgcm 
Wp = 0,2 d' 
ij = 800 kg/cm'. 

40 000 = 0,2 d» ■ 800 



^ 0,; 



40 000 
,2 • 800 



100 



Beispiel 5: Eine Welle aus Flußeisen hat ein Drehmoment 
= 30000 kg/cm zu Übertragen. Wie stark mufi die Welle sein, wenn die 

und 1/' 
Überschritten werden darf? 



Länge derselben 8 m ist und 1/4^ Verdrehung pro laufendes Meter nicht 



Die Formel fUr den Verdrehungswinkel : 

_ 180 M^^l 



T = 



JpG 



1 



gibt mit den Werten: 

Jlfj = 30 000 kgcm 
l c=z 800 cm 
6? = 830 000 kg/cm* 
<p« = 8 . V4" = 2** 
für das polare Trägheitsmoment folgenden Wert: 

_ 180 30 000 > 800 

^ IC 2 . 830000 



Es ist aber andererseits: 

J^ = 0,1 d* 



830 cm*. 



Daraus: 



. lV 830 ^- 

d= y ^ 9,5 cm. 

ü,i 



Beispiel 6: Eine senkrechte Turbinen welle aus On&eisen mit kreis- 
ringfbrmigem Querschnitt hat bei 30 Umdrehungen minutlich eine Leistung 

von 25 PS. zu übetragen. Welche Wand- 
stärke {S) mufi die Welle haben, wenn 
die Durchmesser im Querschnitt sich 

4 / d\ 
wie — i = -=r-l verhalten sollen? 




\WvVV\ ^ 



jc^:^?^ 



Für diesen Fall, daß die Leistung 
(N VB.) und nicht direkt das Dreh- 
moment gegeben ist, mttssen wir unsere 
Formel dementsprechend ändern. 

Wenn P kg die Umfangskraft an 
einem Rade mit dem Durchmesser D cm, 
und in m den Weg dieser ELraft be- 
deutet, so ist die Arbeit = Kraft X Weg 
= P . « (kg/m). 

Entspricht die Arbeit einer Leistung 
von JVP8., so ist: 

P-« 
N=^-=j- oder: 75' N=P' 8. 

Das Drehmoment der Kraft P ist 



101 
oder' darauB: 

Der Weg der Kraft P pro Sekunde ist bei n Umdrehungen pro Min.: 



Daraus ergibt sich: 



60-100 ^ ^ 

rrc -KT ^d 'K D ' n 



J)l2 60 . 100 * 
oder: 



K = 



Jfi-2.-ic«D-n IC Md ' n 



75 . D . 60 . 100 75 3000 

Daraus finden wir: 

^ 75 » 8000 ' Jy 

Md== . 

IC • n 

Andererseits iei: Ma= Wp ' kd. 

Das gibt: 

^ 75 • 3000 N 

Wj, = r . — a) 

' IC ' kd n 



Wp = 0,2 -^=^ b) 



Das polare Widerstandsmoment eines Kreisringes ist: 

D'—d* 
D 

Mit Hülfe dieser beiden Oleichungen können wir unsere Aufgabe lösen. 
Es ist gegeben: 

-t7 = "T oder: d = —- JJ. 
Do 5 

Also: 

TT - 2 ^^^ _ 2 D« /"l - ^^^ - -^ D' 

W^P - 0,2 ^ — 0,2 /> ^1 ^25 j - ß25 ^ 



Somit: 



75 > 3000 > j\r _ 74 ^3 
IC • id • n 625 



Die Werte: 

iyr=25 PS. S«^»- 



n = 30 _ 1^625 • 75 • 3000 -25 ^„ ^ 

kd = 100 kg/cm' ^ = K ^ . 100 . 30 > 74" '^ *^'® ^"- 

Dann ist der innere Durchmesser: 

d = 4^ 17 == 13,6 om 

und die Wandstärke : - 

J)-d _ 17 - 13,6 _ ^ 

= — ^;^ — = = 17 mm« 



Beispiel 7: Eine Tnnamisaionswelle macht 180 Umdrehungen miniit- 
lioh und hat eine LÜBtnng von 100 PS. in flbertragen. Wie stark mnfi 
sie sein? 



Wenn vir in die Gleichung a) (S. 101) den Wert ron 
Wp = 0,2 d* 
einfuhren, so bekommen wir: 

^. ^ 75 ■ 3000 jT 

IC • kd n 

nnd daraus: 



^ = y^ 



360000 -JT 



kd • n 

Für gewöhnliches Walzeisen kann man hier ki = 120 kg/cm* snlassen 
(wenn die Biegangsbeanspruchnng nicht berücksichtigt wird). 
Dann ergibt sich hier: 



ysßoooo.ioo:^^ 

' 120 . 180 "'" 



Beispiel 8: Eine Waeserradwelle ans Eiche trägt mu Rad von 3 ra 
Dnrchm*esBer mit einer Umfangskraft von 120 kg. Wie stark mufi die Welle 
sein, wenn der Querschnitt kreisrund ist? 



Die Gleichung M^ =^ Wp • ka gibt mit den Werten: 

' W = M ■/" '""° 120 . 150 = 0,2 4- . 6, 
,*■.„',, d = - 12,6 cm. 

Kd = 50 kg/cm' 



Beispiel 9: Wie groß ist die Spannung der &näerat«n Fasern eines 
Rundeisenstabes von 4 m Länge und 6 cm Durchmesser bei einem Ver- 
drebnngawinkel (cp) des freien Endes 
= 1» (Fig. 195)? 

Die Formel fUr den Vcrdrehunge- 
winkel : 

gibt mit: 

iT"=l 
« = -|- = 3cin n'3' 830000 

G = 830000 kg/cm' (Flnfieisen) 
und daraas: /Td— ~ 110,0 kg/cm'. 
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BeiBpiel 10: Eine gnfieiBerne Welle mit kreiBringförmigem Querschnitt 
{D = 20 cm, d = Ib cm) ist bis auf eine Drehungsspannang von kd = 
120 kg/cm^ beanspracht. Die Welle soll durch eine flußeiseme Welle mit 
kreisrundem Querschnitt ersetzt werden. Wie stark muß diese sein? 



Für Flufieisen ist eine Spannung von 300 kg/cm' ungefllhr ebenso ge- 
fthrlich wie 120 kg/cm^ für Gufieisen. 

Für die gußeiserne Welle haben wir also: 

Md = 0,2 ^ 120 

und für die flu&eiseme Welle: 

Md = 0,2 dj . 300. 
= 20 cm 

ergibt sich dann: 

(20)* — (15)* 



Mit den Werten 






0,2 



20 



120 = 0,2 d\ ' 300. 



Daraus : 



^,=1^ 



5470 . 120 



300 



= - 13,0 cm. 



Zusammengesetzte Festigkeit« 

§ 15. 

Zug oder Druck und Biegung. 

Wenn ein Stab auf Zug allein beansprucht wird, entstehen in jedem Quer- 
schnitt (wie vorher Seite 7 gezeigt wurde) Zugspannungen (o^), welche über 
den ganzen Querschnitt gleichmäßig verteilt sind. 



vm^xm:i\ 



A\\\\\\\S 



Ui|U]{uiüi 



Uttdd/il'iiiU///// 



^^.Aq(^ 



± 



^ 



>^^ 



Dasselbe ist der Fall bei Druckbeanspruchung. Die Druckspannungen (o) 
sind gleichmäßig verteilt ttber den ganzen Querschnitt des Stabes. 
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Ist andererseitB ein Stab auf Biegung allein beanspracht (Fig. 197), so 
wird die eine Hälfte der Fasern im StabqnerBchnitt gezogen nnd die andere 
Hälfte gedrückt. 

Tritt dagegen Zug- und Biegangsbeanspruchung gleichzeitig auf, 
80 addieren sich die Zugspannungen auf der durch die Biegung gezogenen 

Seite, wogegen auf der 
anderen Seite des Quer* 
Schnittes die Zugspannung 
der Zugbeanspruchung der 
Biegungs-Druckspannung 
entgegenwirkt. Die ge- 
fthrliche Spannung im 
Stabquerschnitt tritt also 
hier meistens auf der 
durch die Biegung gezoge- 
nen Seite auf. 

Wenn F der Querschnitt 
des Stabes ist, so haben 
wir (Fig. 198): 

Andererseits ruft die Kraft P, ein Biegungsmoment M^ hervor, welches 
eine Biegungs-Zngspannung: 

o' = -* 
erzengt« 




W 



Bei gleichzeitiger Zug- und Biegungsbeanspruchung (durch die Kräfte 
P, und Pj) haben wir also auf der gezogenen Seite des Stabquer Schnittes 
eine resultierende Spannung: 



oder: 



Or = 0* + ^M 



F ' W 

Auf der durch die Biegung gedrückten Seite haben wir dagegen eine 
resultierende Spannung: 



oder : 






a' =-~^ — 






Bei der Berechnung des Trägers hat man zu untersuchen, welche von 
diesen Spannungen o^ oder o^ die gefährlichere ist. 

Haben wir dagegen Druck und Biegung gleichzeitig, so addiert sich 
die Biegnngs-Drnckspannung — a^ zu der Druckspannung o der Druckbean- 
spruchung, so daß wir auf der durch die Biegung gedrückten Seite eine 
resultierende Spannung: 

Od = — — o^ 



oder: 



tf ^ = — ^IJ — 



M, 



haben. 



F W 

und weiter sinngemäß auf. der durch die Biegung gezogenen Seite eine resul- 
tierende Spannung: 



oder: 
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Od = — O + Ob 



Od = 



I\ ^ M, 



-P 



W 



Bei gleichzeitiger Druck- und Biegungsbeanspruchuiig ist meistens die 
gefkhrliohe Spannung auf der durch die Biegung gedruckten Seite. 



§ 16. 

Beispiele am der Zug- oder Druck- und Biegungsfestigkeit; 

Beispiel 1: Der untere Zapfen eines Drehkranes ist auf Druck und 
Biegung (Figg. 199 und 200) beansprucht. Wie stark muß er sein? 



Die größte Last sei: 

L — 4000 kg. 

Weiter das Öewicht des ganzen 
Kranes: 

O =. 3500 kg. 

Aus der Momentengleichung: 

L . 6 + G . 1,5 = P • 3 

ergibt sich: 



P = 



4000 • 6 + 3500 • 1,5 



= 9750 kg. 

Wenn der Zapfen in der Säule 
eingespannt ist, so ist der Ein- 
Spannungsquerschnitt auf Druck mit 
der Kraft: 

G + L = 3500 + 4000= 7500 kg 

und auf Biegung mit dem Momente : 



m.=^pI- 



9750 4" 



beansprucht. 

Die Querechnittsfläche ist; 

4 
und das Widerstandsmoment 



10 



Dann haben wir auf der durch die Biegung gedruckten T 
Seite eine resultierende Spannung (Seite 104): 
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9750 — 
_ 7500 , 2 

^«^ — — TT H :n — 



IC 



d' 



und 



4 10 

Wenn wir hier l =z 1^2 d annehmen, so ist: 

_ 4 . 7500 , 97 500 • 0,G 

""'--ITd— ^ d' • 

Der Zahlenwert der Gesamtapannong Od soll nnn <^k fOi Stahl sein. 
Wenn hier k = 1000 kg/cm* sein darf, so ergibt sich: 
^ — 1 A • 7500 97 500 . 0,6 ^ 

Z = 1,2 <i = 9,8 cm. 



Beispiel 2: Berechnnng eines Lasthakens ftir 10000 kg Last. (Ange- 
nftherte Berechnung.) 



"i^A.loi 



\ 




Dann ist: 
und wir finden: 



Der Kemdurchmesser d^ ist auf Zag mit 
4, = -^ 800 kg/cm' za berechnen. 

Der Querschnitt II ist auf Zug und 
Biegung beansprucht. 

Die Last P ruft eine Zugspannung: 

i,' = — :rr- hervor. 

Das Biegungsmoment 

M^ = P' a 

verursacht andererseits eine Biegungszug- 
spannung: 

„ _ Jffc _ X ' P ' a 

"'— Jle ~ J 

Auf der Seite 53 haben wir den Ausdruck 
für das Trägheitsmoment einer Trapezfläche 
hergeleitet : 

h' (b'+^bb,+b]) 

-"- 36 (6 + b,) 

Nehmen wir folgende Abmessungen hier an: 
Ä = 14,5 cm; 6 = 7,0 cm; Jj = 2,5 cm, 
so eingibt sieh (siehe Seite 53): 

X = 6,1 cm 
und 

J = 1116,0 cm*. 



a = aj + 5,8 = 11,9 cm 
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*; = 



10000 



10000 



14,5 
2 



(7 + 2,5) 



10000 

68,875 



= 146,0 kg/cm' 



,. 10000.11,9-6,1 ficnnw / i 

*- = rrr^f = 660,0 kg/cm'. 



1116 
Die resultierende Spannung: 

K = K + K = 796 kgicm 

bleibt innerhalb zulässiger Grenzen. 



Hier ist von den zusätzlioben Biegungsspannungen infolge der Krümmung 
abgesehen worden. Diese lassen sich durch geeignete Form des Hakens sehr 
vermindern. 



Beispiel 3: Ein senkrecht eingespannter Träger aus Eichenholz 
(Fig. 202) ist mit einer Kraft von 1000 kg exzentrisch belastet. Welche 

Abmessungen f ft = — j muß der rechteckige 

Querschnitt haben, wenn die Gesamtspannung ^^^\]^^^|^^^^^^ 
höchstens =120 kg/cm' sein darf? 



Wenn hier im Punkte A in der Mitte des 
Querschnittes die Kraft P nach oben und nach 
unten abgesetzt wird, so ist im Gleichgewichts- 
zustande nichts geändert. 

Die Kraft — P nach oben gibt zusammen 
mit der gegebenen ELraft P ein Kräftepaar mit 
dem Momente: 

Die andere Kraft + P nach unten bean- 
sprucht den Träger auf Zug mit einer Spannung: 

"'s u • 



Das Biegungsmoment erzeugt eine andere Zugspannung: 

''' — jfr- 



Ist nun a = 10 cm, so haben wir: 

1000 (10 + A) 






10000 -f 500 Ä 



bh 



12 



Die Zugspannung ist: 



,. 1000 i^ 



► Ä 



f 




^\oJloZ 



ms 



Es mufi nun: 
Daraus: 



K + K < 120 kg/cm' 

1000 . 10000 + 500 h 
120 = —VTT- ^ ■ s 



K 



12 



Oder: 

. Ä' — 66 A = 1000. 

Ein passender Wert ist hier: 

Ä = 12 cm, 



and somit: 



6 = 6 cm« 



sein. 



Beispiel 4: Wieviel vergrößert sich die Materialspannung in dem 
rechteckigen Querschnitt eines senkrecht eingespannten Stabes, wenn eine 
Zugkraft F von der zentralen Lage in der 
Stabachse nach der Kante des Querschnittes ,^>:^^sn>sn^sss^^ 

um das Stttck — verschoben wird? 



In der ersten Lage der Ejraft P haben 
wir reine Zugbeanspruchung: 

— ^ — ^ 
'''— F~ bh ' 

In der verschobenen Lage der Kraft (P) 
haben wir exzentrischen Zug und somit eine 
Spannung: 

"'— F^ W'bh^ bh* ~* bh' 




\^M^ 



Die Spannung ist also viermal größer geworden durch die Verschiebung 
der Kraft um — . „«= 

Beispiel 5: Eine Flufieisenstange ist schief eingespannt (a = 30^; 
Fig. 204) und mit einer senkrecht gerichteten Kraft von 5000 kg belastet. 
Wie stark muß die 80 cm lange Stange sein^ wenn k^ = 1000 kg/cm^ die 
höchste zulässige Materialspannung ist? 

Der Einspannungsquerschnitt (I) wird durch das Moment: 

Jfftj = P . sin a • 80 
auf Biegung, gleichzeitig aber durch die ELraft P • cos a auf Zug beansprucht. 
Es ist: 

P . sin a = 5000 • sin 30® = 5000 • 0,5 = 2500 kg, 

P . cos a = 5000 . cos 30*^ = 5000 • 0,866 = 4330 kg. 



r 
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Die Biegangszagspannang ist also: 

ilfft/ 2500 . 80 



"•— TT — 

Die Zugspannang infolge der Kraft 
P • 008 a ist : 

P • coB a 4B30 



F 



IC 



d» 



Die Gesamtspannang o^ -f- o^ muß 
kleiner als 1000 kg/cm^ sein. Das gibt 
die Gleichung: 

4330 



1000 ^ 2500 .80 

0,1 d^ ^ 



Tcd* 



Diese Gleichung läfit sich in fol- 
gender Form schreiben: 

d^ - 5,5 d = 2000. 

Hier ist d = 13,0 cm ein passender 
Wert. 

(13)' — 5,5 • 13 - 2000. 



0,1 d^ 




Beispiel 6: Fttr einen Drehkran mit 5000 kg Maximallast ist der 
Ausleger aus Flu&eisenblech zu berechnen. 



{ 



Wie eine Aufteilung der Kraft L in die zwei Seitenkräfte P' und P" 
zeigt, sind hier die verschiedenen Querschnitte auf Druck und Biegung be- 
ansprucht. 

Fttr einen Querschnitt 1 (Fig. 205) haben wir z. B. folgendes 

Das Biegungsmoment: Mf,i= P" • y + P' ' x. 

Die Druckkraft = F. 

Wenn 

05 = 10 cm 

y = 2 m 

a = 40° 

ist, so haben wir: 

P' = L ' sin 40*^ = 5000 • 0,643 = 3215 kg 

P" = L • cos 40° = 5000 • 0,766 = 3830 kg. 

Es ist weiter die Biegungsdruckspannung: 

. _ M,T _ F' .y + F ^x 

''—'w— W ' 

und die Druckspannung infolge der Kraft P: 

_ F 
o — ^. 



WeiiD die Oftsamtopannong im H&terial böchsteiu = 750 kg/cm* sein darf, 
80 etgibt sich dum folgende Gleicbiuig: 

TRn — ' j. ~ f" • !/ -t- P x , P- 
750 — a + ff = :^ h -^ . 



AkX 



'^^ 



I 




Han kann z. B. die Wandstärke (S) und die Hohe ß) des QuerMhnittes 
(Fig. 206) annehmen, nnd die innere Breite (b) mit HUlfe der obigen 
Gleichong berechnen. 

Bei komplitierteren Qaenchnitts- 
i fonnen kommt man aber scbneller 

zum Ziel durch Probieren. 

Mit den Werten der Fig. 206 ist 
(nach Seite 54) das Wideratandamoment : 

— 10 (22)' — 2 • (12)'] = 1113 an' 
Weiter ist: 

F' ■) + P' ■x = 3830 • 200 
+ 3215 . 10 = 798 150 kgem. 
Also: 

798 150 i,.i„„! 

a = --fj^3- = 717 kg/cm . 

Die Fl&che des Qneracbnittes ist: 
J'=2- 24 4-2- 24 4-4-6 
+ 4 . 5 = 140 cm*. 
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Also aach: 



3215 
140 



= '-' 23 kg/cm' 



und die Oesamtspannang = 717 -f- 23 = 740 kg/CIll^ 



Bei der Berechnung der gekrttmmten Teile des Anslegers mnß man 
die zusätzlichen Biegungsspannungen infolge der Krümmung berttcksichtigen 
oder die Oesamtspannung bedeutend kleiner als oben annehmen. 



§ 17. 

Bieg^gs- und Drehungsfertigkeit. 

Wenn biegende und drehende Kräfte zu gleicher Zeit auf einen Körper ein- 
wirken, 80 tritt in den Querschnitten desselben eine Normalspannung (o) infolge 
des Biegungsmomentes (MjJ und eine Abscherungsspannung (o«) infolge des 
Drehmomentes (Md) auf. 
Diese beiden Spannun- 
gen (o und a,) sind an 
verschiedenen Stellen 
des Querschnittes ver- 
schieden. Wenn man 
sie zusammensetzt; so 
ergeben sich in ver- 
schiedenen Punkten des 
Querschnittes in Bezug 
auf Oröfie und Richtung 
verschiedene resultie- 
rende Spannungen (o^). 
Eine genaue Unter- 
suchung der Verhält- 
nisse ergibt ftlr die am 
meisten beanspruchten 
Fasern: 




In der Praxis kommt der Fall am häufigsten vor, daß der Träger, 
welcher auf Drehung und Biegung zugleich beansprucht wird, einen kreis- 
oder kreisringförmigen Querschnitt hat. Wir setzen dann die 
Momente üf» und Md der äufieren Kräfte zu einem sogenannten ideellen 
Moment (MJ nach folgender Formel zusammen: 



jf; = ^ jfj + -^ 1/ jfj + 



8 



8 



Ml. 



3 5 

Anstatt — bzw. -^ schreibt man auch oft 0,35 bzw. 0,65. 
8 8 
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Der Faktor 



k. 



a. 



"■ 1,3 • fe 

gibt hier das BeanspruclLang^B Verhältnis zwischen der zalässigen 
Biegungs- und Drehungsspannnng. 

Das ideeUe Moment M^ übt als Biegungsmoment aaf den Träger 
dieselbe Wirkung aus, wie die beiden Momente Mh und Md zusammen. Der 
Träger wird deshalb mit dem Moment M^ nach der Formel 

auf Biegung berechnet. Hier ist wie früher: 

W = 0,1 d' für Kreisquerschnitte 



und 



W = 0,1 D» Fl — (-^ 1 für Kreisringquerschnitte. 



Bei der Bestimmung der Werte für hh und kd hat man genau auf die 
Art der Kräftewirkung zu achten, welche oft verschieden bei der Biegung 
und bei der Drehung ist. 



§ 18. 

Beispiele zur Bieg^ungs- tind Drehnngsfestigkeit 

Beispiel 1: Eine Riemenscheibe (Fig. 208) von 120 kg Gewicht und 
90 cm Durchmesser ist auf dem freitragenden Ende einer schweißeisemen 
Welle aufgekeilt. Die Zugkräfte an den Riemenenden sind 300 kg bzw. 




150 kg und bilden mit der senkrechten Richtung 45^. 
Welle sein? 



Wie stark mufi die 
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Die Regaltierende der drei Kräfte 120, 300 und 150 kg ist: 
R= 1/(450)' + (120)^ — 2 . 450 . 120 • cos 135« 

B = ^ 540 kg. 

Das Biegangsmoment für den Wellenquerschnitt im Lager ist dann* 

Jtf, = 640 • 75 kgcm. 

Das Drehungsmoment für denselben Querschnitt ist: 

Ma = (300 — 160) . ^ kgcm. 

Daraus ergibt sich das ideelle Biegungsmoment: 

if. =: 0,35 (540 . 75) -f 0,65 |/(540 • 75)* -i- aj • (150 • 45)^ 

Mit den Spannungswerten: 

kj, = 300 kg/cm* 
Äd = 300 „ 

'findet sich das Beanspruchungsverhältnis : 

. - 300 _ . 03 
"» — 1,3 . 300 - "'^ 

und damit: 

if. = _ 40 760,0 kgcm. 

Die Formel: 

Jf. = - 0,1 d' . fej 

gibt dann: 

40760 = 0,1 d^ • 300 

iV 40760 iSrnjT^ «1 

d = ^ — ^ — = y 1355 = - 11 cm. 




AZo 



30 



Beispiel 2: Ein Wasserrad leistet 12 PS. bei 15 Umdrehungen pro 
Minute. Das ganze Gewicht des Wasserrades ist 4000 kg. Das Zahnrad, 
welches die Kraft überträgt wiegt 800 kg. Wie stark mui^ die hohle guß- 
eiserne Welle sein, wenn der innere Durchmesser d überall = 0,7 D ist? 



Auf der Seite 101 haben wir gefunden: 

76 • 3000 . Jü 



Also hier: 

A h 1 b e r g , Festigkeitslehre. 



X • n 

75 . 3000 • 12 



TT • 15 



= 57300 kgcm. 



8 
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Wenn der DnrchmesBer des Zahnrades = 2,5 m ist, so fioden wir die 
Umfangskraft desBelben: 

Ist dieser Druck nach unteD gerichtet, so ist die OesamtbeliBtang der 
Welle am Zabnrade: 

= 460 + 800 = 1260 kg. 




Die Lagerdrflcke siad danD: 

2000 ■ 230 + 2000 • 30 — 1260 ■ 30 
^^ 265 

B = 4000 + 1260 — 1890 = 3370 kg. 



a) Bea timmnng der Wellenet&rke bei C: 
l Mf, = 1890 ■ 25 = 47 250 kgcm 
l Ma ~ '/2 ■ 57 300 = 28 650 kgcm. 

Also: 

tM^ = 3/8 47 250 + 5/g J/ (47 250)= + (0,4)^ (28650)' = 49320 k^m 
J 100 



" 1,3 . 200 



= ~ 0,4 

49320 — 0,1 D' [I — (0,7)*] ■ 100 

I> = ~ 190 mm 

d = 0,7 ■ J> = 135 mm. 
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b) Die W«llenetllFke bei E: 

I M^ = 1890 ■ 225 — 2000 • 200 ~ 25250 kgcm 
\ ifi = 67 300 kgcm 

M, = 3/9 ■ 25 250 + 5/g |/(25 250)* + (0,4)' (57 300)' ~ 31 620 kgcm 
31620 = Ol D^ [1 — (07)*I ■ 100 



316 



165 1 



d = 0,7 i> = 115 I 



c) Wellenst&rke bei B: 

jMi =^ 1260 ■ 30 = 37 800 kgcm 
I J/d = 57 300 kgcm 
(f( = a/g 37 800 -|- ä/a \/ (37 800)' + (0,4)' (57 300)* = ~ 42 900 kgCDl 
42 900 = 0,1 /)' [1 — (0,7)*] - 100 

J> = ~ 180 mm 
d = 0,7 I> = 125 mm. 



Beispiel 3: Eine Wiuden-Vorlflgewelle ist za berechnen. Die Anord- 
nung ist SOS der Fig. 211 zu erseben. 




Die Welle ist durch die zwei Kräfte P, 

und P, auf Biegnng and Drehung beansprucht. 

Wenn die Last L^SOOO kg ist, ergibt sich: 



\P,~- 



- 375 kg. 



Die Kraft P, erzeugt zw 



ei wager 
1125-105 



120 
IS' = 1125 — 985 



bte Lagerreaktio 
= ~985kg 
140 kg. 
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Die Kraft P, gibt die senkrechten Lagerdrttcke: 

\B' = 375 — 328 = 47 kg. 
Die resultierenden Lagerdrücke sind also: 

Ä = l/^'^"-Mf^'~= ^"(985)' + (328)» = 1038 kg 
B = V (140)» + (47)* = - 148 kg. 

Daraus ersehen wir^ daß der gefährliche Querschnitt unter der Kraft 
P, liegt. 

Das Biegungsmoment ist da: 

lfj = ^ . 15 = 1038 . 15 = 16570 kgcm. 



{ 




Das Drehmoment ist fttr alle Querschnitte zwischen den beiden Rädern: 

Md = 1125 . 8 = 375 . 24 = 9000 kgcm. 
Also ist das ideelle Biegungsmoment für den gefährlichen Querschnitt: 

M^ = 0,35 . 15570 + 0,65 |/"(15570)* + (0,8)* (9000)* 
k^ 400 



=0,8(Plu£eisen!) 

400 



1,3 kd 1,3 . 500 

jjf,. = 16600 = 0,1 d^ 



16 600 



40 



= 7,45 cm — 76 



Die Zapfen der Welle sind auf Biegung allein beansprucht. 



Beispiel 4: Eine Welle aus Flußstahl macht 180 Umdrehungen 
minutlich und hat hierbei 90 PS. zu übertragen. Der treibende Riemen auf 
der Scheibe / bildet mit der senkrechten Richtung 45^. Von der Scheibe II 
wird mittels . eines wagerechten Riemens 30 PS. abgeleitet. Die übrigen 
60 PS. werden unter einem Winkel von 30^ von der Scheibe III nach oben 
geleitet. Wie stark muß die Welle sein, wenn die Kraftentnahme wenig 
wechselnd ist? 
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Wenn der DorchmeBser der treibenden Scheibe (7) = 120 cm ist^ gibt die 
Formel: ^ _. 120 3000 • 75 • 90 ,^ , ,„ ., ,^,, 

Mä = P^' -g- = — :;^risö — ^^^"^^ ^^^^ ® ^^^ 

die Umfangskraft: P^ = 600 kg. 

Mit einem Darchmesser = 80 cm der Scheibe II ergibt sich : 

n 3000 . 75 . 30 ^^ ^ 

^% = lon ^n = ^ 300 kg. 

* 7c • 180 • 40 

In derselben Weise finden wir die umfangskraft der Scheibe III: 

Die Welle hat also folgende wagerechte Lagerdrücke: 

' , 3 . P3 . cos 60« . 285 — 3 P, • 240 + 3 P, • cos 45° • 15 
Ä = — ^ 3^^ ^:— ^ = -- 485 kg, 

p, 3 • P . cos 45« . 285 — 3 P, . 60 + 3 P. • cos 60« • 15 ^^„, ^ 

B = 1 ^ ? =^ 1075 kg. 

Bei der Bestimmung der senkrechten Lagerdrttcke {Ä" und B") 
müssen die Eigengewichte der Riemenscheiben nebst der Hälfte des zugehörigen 
Riemens berücksichtigt werden. 

Es sei: das Gewicht vom Rade I = 120 kg, 

Ti 71 n »M=6Ö» 

Dann ergibt sich: 

.„ _ (60 — 3 P3 > cos 30«) ' 285 + 80 > 240 + (120 + 3 P^ cos 45«) - 15 

~ 300 

= 1785 kg. 

^„ _ (120 + 3 P^ > cos 45«) ' 285 + 80 » 60 + (60 — 3 P3 - cos 30«) - 15 

~ 300 

= 1226 kg. 

Die resultierenden Lagerdrttcke sind also: 

A = y (485)» + (1785)2 = 1850 kg 



{ 



P = |/ (1075)2 + (1226)2 = 1630 kg 
. An der Scheibe I ist also das Biegungsmoment: 

Mu= 1630 . 15 = 24450 kgcm. 

Daselbst haben wir ein Drehmoment: 

120 
Mdi — 600 . -— - = 36000 kgcm 

Das gibt ein ideelles Biegungsmoment: 
Mii= \ . 24450 + 5/q |/"(24 450)2 _j. (0-5^2 (aeooo)^ =28900 kgcm 
500 
1,3 . 800 
An der Scheibe III haben wir dagegen: 

Miin = 1850 . 15 = 27750 kgcm 
Main = 800 . 30 = 24000 • 



«0 = i o o/^r. = '^ ^?5- 



{ 
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Das gibt für diesen Quersehnitt ein ideelles Moment: 

Muh = 3/g 27 750 + 5/^ ]/ (27 750)* + (0,5)' (24000)» = 30 166 kgcm. 
Dieser letztere Qaerschnitt ist also der gefährlichere. 
Die Gleichung: Mmi = TF* ki, gibt dann: 

30 165 = 0,1 d* • 500 



=f 



30165 
50 



= 8,46 cm -^ 85 mm. 



§ 19. 

Knickfestigkeit 

Wenn ein Stab durch eine Drackkraft in der Richtung seiner Achse be- 
ansprucht wird, so hätte man eigentlich nur Druckbeanspruchung, aber in 
der Wirklichkeit tritt auch ein Biegungsmoment auf, dessen Wirkung von 
Bedeutung ist, sobald die Länge des Stabes größer ist. Es treten immer 
Nebenumstände auf, die ein seitliches Ausbiegen Tcrursachen. Das hierbei 
entstehende Moment wächst stetig mit der Größe der Ausbiegung und ver- 
mehrt also die Beanspruchung. 

Bei der Knickungsbeanspruchung ist die Festigkeit des Stabes sehr viel 
davon abhängig, wie der Stab eingespannt ist. Man betrachtet haupt- 
sächlich vier Fälle, die in der Praxis am häufigsten vorkommen. 

Mit elementarer Mathematik kann man nur angenäherte Formeln für diese 
Festigkeitsart herleiten. Die genaueren Formeln, die sogenannten Eulerschen, 
werden dagegen am häufigsten benutzt. 

Wir haben folgende vier Hauptarten der Einspannung des Stabes: 





; %, ;;i> 





7r2 E>J 






E'J 
Q=^2 r. -ji- 



e = 4.it2 



EJ 
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Im Fall I ist der Stab am unteren Ende eingespannt, während das obere 
Ende frei beweglich ist. 

Im Fall II ist der Stab frei drehbar an seinen beiden Enden, welche 
aber gezwungen sind, in der senkrechten Linie za bleiben. 

Im Fall III ist der Stab unten eingespannt, während das obere Ende 
frei drehbar ist, aber darch Ftthrang gezwungen, in der senkrechten Mittel- 
linie zu bleiben. 

In Fall ly sind beide Stabenden — in einer Linie — eingespannt. 

Die obigen vier Oleichungen fttr Q geben die Kuickbelastung 
an, d. h. die Lastgröfie, bei welcher der Stab in den verschiedenen Fällen 
zerbricht. 

Die zulässige Belastung P in den vier Fällen finden wir, wenn 

die Knickbelastnng Q durch den Sicherheitsfaktor S dividieren. 



wir 



D. h. es ist: 



Also z. B. im Fall II: 



P = 



p = 


Q 

S ' 


10 


E'J 



8 



V 



Hier bedeutet E den Elastizitätsmodul des Materiales und J das kleinste 
äquatoreale Trägheitsmoment des Querschnittes. Fttr den Sicherheits- 
grad S gegen Zerknicken hat man bei Hochbauten folgende übliche 
Werte: 





Gußeisen 


Schweißeisen 


Fiußeisen 


Flußstahl 


Kiefernholz 


s — 


8 


5 


5 


5 


10 



Fttr Maschinenteile nimmt man in verschiedenen Fällen sehr ver- 
schiedene Werte von S, vielfach sehr hohe Werte (-r- 22 und mehr!). 



In allen Fällen, wo Rnickbeanspruchung auftritt, hat man auch Druck- 
beanspruchung, und es ist zu untersuchen, welche Beanspruchungsart einen 
größeren Querschnitt verlangt. 



§ 20. 

Beispiele zur Knickfestigkeit 

Beispiel 1: Eine gußeiserne Säule von 4 m Länge soll eine Be- 
lastung von 50000 kg tragen. Wie stark muß die Wandstärke des kreis- 
ringförmigen Querschnittes bei lOfacher Sicherheit sein, wenn der äußere 
Durchmesser = 24 cm ist? 



Wenn wir hier den Einspannungsfall II annehmen, gibt die Formel 



P = 



Tt' 



8 



mit den Werten: 






9 



H<3)h[ 




f///if//f* 



H 



214- 



Z 



r/^h\/r/*f 



120 



{ P = 50000 kg 
S= 10 



< TT* = 10 



^=900000 kg/cm* 
l = 400 cm 



50000 = 



10 900000 . J 



J = 



10 (400)' 
50000 > 160000 

900000 
= - 8890 cm*. 



Andererseits ist: 



ir 



64 
Daraus: 



(D* _ d*) = ^ [(24)* - d*] 



64 



IT 



8890 = -^ [(24)* - d*] 



Das gibt eine Wandstärke: 

D — d 240 — 196 



rf =^ ^ 19,6 cm. 







*) 



22 mnu 



Die reine Druckfestigkeit verlangt eine viel kleinere Wandstärke! 



Beispiel 2: Die Ermittlung hat bei einer Verbundmaschine die 
Kraft, welche zur Bewegung des Hochdruckschiebers erforderlich ist^ gleich 
650 kg ergeben. Die zugehörige Exzenterstange hat eine Länge von 200 cm. 
Wie stark mu£ die Exzenterstange in der Mitte sein? 



Die Formel: P = 



8 






des Falles II gibt mit den Werten; 



S 

E 

l 



Daraus : 



:^d* 

64 
: 25 (wegen Schleuderkräfte!) 
: 2 000000 kg/cm' (Schweißeisen) 
: 200 cm 

_ 10 2 000 000 - ffd* 

~ "25" (2ÖÖ)'^ . 64 ' 

d = — 5,0 cm. 



Beispiel 3: Eine 4 m lange Säule aus Kiefernholz ist nach Fall I 
befestigt. Wieviel Belastung kann sie bei lOfacher Sicherheit tragen, wenn 
der rechteckige Querschnitt = 18 • 30 cm^ ist? 
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Die Gleichung: 



E'J 



45 

gibt mit den Werten: 

/S= 10 



E — 120 000 kg/cm» 

r 30 (18)» , 

/ = 400 cm 



P = 



10 « 120000 - 30 (18)- 
4 . 10 (400)* . 12 




= - 2735 kg. 



/A/h///}/>^?^/> 



Beispiel 4: Bei welcher Länge ist die Knickungs- und Druckbean- 
Bpruchang einer floäeisernen Säule mit kreisrundem Querschnitt von 5 cm 
Durchmesser bei 5facher Sicherheit einander gleich, wenn die Säule nach 
Fall I eingespannt ist? 



Die Formel der Druckfestigkeit: 

zeigt, daß die Säule — unabhängig von ihrer 
Länge — eine Last: 



P=^. ^ = -12 000 kg 



tragen Icann. 

Die Knickformel: 



} EJ 



ia 

gibt mit den Werten: 

( P = 12 000 kg 

S = b 
£=2150000 kg/cm* 




^vVVVVVV SNW^VVsN w 



12 000 = 
und daraus: 

« = ^ 26 cm. 



10 2150000 . IC (5)* 



4 • 5 



f . 64 



Beispiel 5: Wie groß ist die Sicherheit {S) gegen Zerknickung bei 
einer hohlen gußeisernen Säule von 3 m Länge, wenn sie bei einer Befestigungsart 
nach Fall II eine Last von 10 000 kg zu tragen hat, und der äußere Durch- 
messer des Querschnittes = 12 cm und die Wandstärke = 2 cm ist? 
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? 



Es ist hier: 

f P =r 10 000 kg 

£ = 900 000 kg/cm^ 



J=^^(J>'-d*) 



3/*v» 



l = 300 cm. 



Dann gibt die Formel: 



8 



r 



mnnn - ^^ 900 000 • ic [(12)« - (8)*] 
lUUUU — -g (300)' . 64 



• /////// r /// / ?/h/^ 



^ 



daraus : 



S = ~ 8,2. 



%i^.Z^1 



Beispiel 6: Die Kolbenstange einer Dampfmaschine ist sn berechnen. 
Die Dampfspannung ist 8 Atm. Ueberdruck. Der Zylinderdarchmesser ist 
= 400 mm. Die Länge der Kolbenstange von Mitte Kolben bis Mitte 
Kreazkopf ist 162 cm. Die Kräftewirkung ist hier vollständig wechselnd 
zwischen -f- P und — P. Wie stark mufi die Stange sein? 



Hier dürfen wir nur Fall II fUr die Befestigung der Stange annehmen. 
Die zu verwendende Formel ist also: 



P = 



s 



^i^.U6 



— £ 




Die Stangenkraft finden wir in folgender Weise: 
Die nutzbare Kolbenfläche ist: 

IC (40)* Tzd' 



Also die Kolbenkraft: 

ir (40)' TT d^ 



= 



-^)-= 



10053 — 8 



TT 



d» 



kg. 
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Weiler ist: 
[S =; 32 (wegen der großen Beansprachnngl) 
\e= 2200000 kg/cm' (Stahl) 



l / =: 162 cm 



10053—8- 



10 2200000 . 



Diese Qieicliung kann auch geschrieben werden: 
d* + 3,36 d' — 5376 = 0. 
Daraus: d^ = ^ 72 

d — 8,5 cm. 

Hierbei war die Stangenkraft : 

^_/ n(40)' it (8,5)' 



-)- = - 



9600,0 kg. 



§ 21. 

Allgemeine Beifipiele. 

Beispiel 1: Zwei fiuäeiseme Stangen sollen dnrch Verkeilung mit- 
einander verbanden werden. In axialer Richtung wirkt eine wechselnde Kraft 
von 10000 kg (Fall III). Die eine Stange wird als eine HUlse das Ende 
der anderen amfassen und beide durch einen Keil mit Beilagen zusammen- 
gehalten. Die Länge der beiden Stangen ist 2,3 m zusammen. Welche 
Ahmessangen mttssen wir flir die verschiedenen Teile hier haben? 



a) BeBtimmu 
Die Formel : 



V 



gibt b«i Sfacher Sicherfaeit: 

10000 = 



10 2150000 - 



r {d,y 



d, = - 8,0 cm. 



b) Bestimmung voq (2, : 
Wenn wir enerst annehmeD, 



die ZagfeBtigkeit : 



dag die Keilstärke: 
/7t d; d, , \ 



- -^ istj 80 gibt 



d, = - 7,9 cm. 




Die Lochwsndang wird aber durch 
den Keil auf Dmck beanaprucht. 
Daher die Gluchnng: 

P = s • d, - A 

IP= 10000 kg 
s— ^ 
fc = 600 kg/cm' 
10000 = -^ . 600 
«I, = ~ 8,2 cm. 



Die Zng&Btigkeit würde 
nach der Oleichong: 



oder: 
10 



8 (d, — d,)l . 300 
l 4 4 



— 2,1 (rf, — 8,5)1 . 300 
einen Wert von: 
(*, = ~11,0 cm verlangen. 
Weil aber das Material 
der Hülse nnd des Bolzens 
dasselbe ist, sehen wir, dafi 
die FlächenpreBsnng zwischen 
Keil und Lochwand 
da = 2 - dj 
verlangt. 
Also: d. = 170 mm. 



d) BeBtimmang der Keilhohe h: 

Die Keile sind auf Abechei-nng und auf Biegung beaasprucht. 

Die SohabbeanBprnchang gibt (Fig. 322): 



E 



m 



'^yj^.lZt 



■S-^k, {=F-c-k.) 



(P= 10000 kg 
8 = 2,1 cm 
k, = 800 ti«/cm' (Suhl) 



10000 = 2 ■ 2,1 ■ iT-y 
„ 10000 ■ 3 



-4,6 c 



Durch Betrachtung der Biegungebeanspruchung (Fig. 223) 
ergibt sich: 




'^^W ^^\ ^ 



w , = w • *, 



K=l( 



P /d, , d. - d. 



lij = 1000 kg/cm'. 



/ 8,5 _S^ _ ^^\ _ J 

l 2 "•■ 4 4 ) — ' 



5000 ■ 8,5 • 2 
2 - 2,1 ■ 1000 



= A* ; Ä = ~ 4,5 cm 
135 mm. 



e) BeBtimmung von x nud y: 

Auf GiUDd der SchobbeansprochnDg haben wir 

Hit k, ^ -^ 400 kg/cm' ergibt sich daraae : 
10 000 - J 



8,5 . 2 . 400 



~ 2,2 cm. 



Wegen der ungünstigen Be- 
ansprachnng setzt man aber der 
Erfahrung nach: 
» = y = ~ 0,7 d, = 60 mm. 



Beispiel 2: Ein Hebebock 
nach nebenstehender Skizie ist ftir 
eine größte Last von 12 000 kg 
zu berechnen. Die Hubhöhe soll 
=: 280 mm sein. 



Hier 


ist hanptsxcblich 


die 


Schranbenspindel nnd deren 


Ge- 


winde zu berechnen. 




Der 


Schranbenkern 


ist 


aar Drnck beansprucht: 




Die 


Gleichung: 




gibt: 






jtd' 


12 000 

















d ^ ~ 50 mm. 



Wir nehmen an: 

KemdnrchmeBser =i d = 50,8 mm 

Gewindetiefe ^ t = 8,5 mm 

Gewindesteigung ;= A = 17,0 mm. 
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NachpTttfnng des Sobranbenkerns aaf KDicknng: 
Die Oleiehnog (Fall I): 

4 5 l* 
gibt mit den Werten: 

iP =^ 12 000 kg 
£==2 200000 kg/cm' 
J = 0,05 d* = 0,05 (5,08)* 
/ =; 42 cm 

2 200 000 • 0,05 (5,08)' 



12 000 



S (42)» 

10 ■ 2 200 000 ■ 0,05 ■ (5,06)* 
12 000 . 4 . (42)* 



Der S«brnabenkem ist hier auf Drack und Drebnng 
beanspracbt. Deshilb b&ben vir noch folgende Nnch- 
prttfong: Die Drnckkraft erzengt eineDrnckBpannnng: 

4 4 

Das Drehmoment {Md), velches beim Heben der Last 
überwanden werden mnS, setzt sich ensammen: 

1. aae dem Reiboagsmoment des Gewindee: 

id^ bedeutet den mittleren DnrcbmeBBer des Gewindes (Fig. 227) ^^ 59,3 mm. 
a ist der Steigungswinkel des Gewindes: 
tga = -^ = V- - ^0,0913; « = 5° 12'. 
p ist der Reibnngswinkel = 6' (fllr a < p babeo wir Selbstbemmnng). 
Dann ist: 

i/' = 12000 -^ tg (11° 12") = 7040 kgcm 

2. aus dem Reibnngsmomeot {M") in der oberen LanfflSche {A; Fig. 225). 
Es ist: 

3f " = L I* -|- — 12000 ■ 0,1 -^ = 4500 kgcm. 

Das Qesamtdrehmoment : 

Md = M' + Af' = 7040 + 4500 = 11540 kgcm 
eneagt eine Tangeotial Spannung: 

_ l&AJj __ 16 - 11540 
'" nd» ~ it (5,08)^ 



. 450 kg/cm*. 
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Diese SpanouDgeD (o imd t) setzen sich Dach der Formet: 
k = 0,35 o + 0,65 I/o"' + i'a\^ 
ZQ einer Geasmtapannang zusammen: 

k = 0,35 • 592 + 0,65 1/ (592)» + 4 . (450)' = ~ 908 kg/cm'. 
Hier ist: _ t _ 1000 _ 

"" ~ 1,3 k, ~ 1,3 - 800 * 

Die Geaamtspannnng 908 kg/cm' ist znlKssig. Wir sehen hieraus, daß 
der erst benutzte Wert von k = 600 kg/cm» (Seite 126) nach vielfachem 
Prohieren angenommen worden ist. 



Znr Bestimmung der HShe (H) der Hntter aus Bronze benutzen 
wir die Formel fttr Flächeopressung: 

L = F- k' 

!L = 12000 kg 
F = i (js - d>) JL 12 000 = i [(6,78)' - (5,08)'] -J - 80. 

, Hf, t / » Darans die Anzahl der Gewindegänge : t ^ ~ 12. 

Also die MntterhOhe: 



n = i-h^ 



12 . 1,7 - 



BiegungB- und Abscherangsbean- 
Bpruchungen verlangen eine geringere 
Höhe. ^^_^^ 

Die Höhe (A,) der tragenden Mutter- 
kante wird auf Grund der Biegunga- 
beanspruchung bestimmt (Fig. 228): 



H ^' t 



I w = 

•a 
I i, = 400 kg/< 



12 000 - 0,75 (kgcm) 
bh\ TT ■ 9,4 ■ fi' 
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Wir haben ancb hier AbsGhernngBbeftnspnichuiig: 

F=FcTc. 
P= 12000 kg 
F=h . A, =ic. 9,4 . A, 12000 = it • 9,4 ■ A, 

c = \ A, = ^ 1,5 . 

*:, = 450 kg/cm" 



Wenn man die ganze Last 
mit Hülfe dea einfachen Hebel- 
armes (B\ Fig. 229) heben will, 
Bo mn& man dag Drehmoment: 
11540 kgcm ttbeiirinden. Dazn 
gehört eine Armlitnge Ton-^ 1,5 m, 
wenn man eine Kraft von 80 kg 
aufwendet : 

11540 



1 = 



80 



- 145 < 



Die Stärke des Armee B mttßte 
hierbei ^= 45 mm Bein, wenn k^ ^^ 
1200 kg/cm' alB znläsaige Biegangs- 
apannnng erachtet wird. 



Die Wandstärke dea tra- 
genden Hohlkegels ans GnB- 
eieen wird auf Orund der Dnick- 
beanspmchnng bestimmt (Fig. 230): 
12000 = IC ■ 9,4 . 6'- 600 
12 000 „_. 

AnsgefUhrt: 

*' ^ 16 mm- 





Wenn der Bebebock bei voller Belastung anf Ziegelmanerwerk stehen 

soll, darf die Flächenpressnng unter der unteren Anflagerfläche nur 7 kg/cm' 

betragen. Dadurch wird der äußere Dnrchmeaser {D) bestimmt (Fig. 231): 

Ahlberg, FertlglultiUbre. • 



130 



12 000 



=( 



iz{D)' 



it(25,0)' \ ^ 



D = ^ 52 cm. 



Führt man die obere Tragfläche (Ä) yon 2,5 cm Breite aas und mit 
einem mittleren Durchmesser yon 7,5 cm, so ist die Flächenpressnng da: 

Je = ^!?T, = - 200 kg/cm*. 



IT • 7,5 • 2,5 




^vU*«^ 



^AOi.l}>l 




Der Durchmesser (Z)') des oberen Kopfes wird auf Grund der Druck- 
beanspruchung (Fig. 233) bestimmt: 



12 000 



Ausgeführt: 



!>' = ^ 8,0 cm 
!>' = 12,0 cm. 



1000 



Beispiel 3: Festigkeitsberechnung eines Schwungrades. 



Aus der Zusammenstellung der 
Tangentialdruckdiagramme hat sich 
in einem Falle (Fig. 234) eine größte 
Ueberschufiarbeit, 

A = 550 kgm 
ergeben^ welche im Schwungrade auf- 
gespeichert werden muß. 

Bei einer Geschwindigkeit von 

n = 60 Umdrehungen minutlich und 

einem als zulässig erachteten ungleich- 

förmigkeitsgrad 5, = V55 ergibt sich die im angenommenen Abstände 

B = 1,75 m erforderliche Schwungmasse: 




r 
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Das auszuführende Gewicht des Schwungringes ist dabei: 
ö = 0,9 M' g = 8,83 • 250,45 = 2212 kg. 

Der Querschnitt (F) des Ringes ist also: 

10 G . .. ö 2212 



F = 



= 278 cm\ 



= 0,22 ^ = 0,22 — - 
2irT-i2 ' B ' 1,75 

Hier ist 7 == 7,25 das spezifische Gewicht des Gußeisens. 
Ausgeführt: JP = 14 • 20 cm^ 

Die Zentrifugalkraft (PJ ist bestrebt, die beiden Ringhälften zu trennen. 
Wir finden die Spannung (a^) in den beiden beanspruchten Querschnitten F, 
wenn wir in die Gleichung jP= JP« Ä, folgende Werte einführen: 



P— p — ^^ — 



R 



F=2 



O 



^A^ZiS 



2ic Ä • Y 
Dann ergibt sich: 



G »p' 
2g . Ä 

Daraus : 



= 2 



ö 



27CÄ- T 



2 y fl^ 

Mit: 




{ 



f = 7250 kg/m 
S' = 9,81 



3 



ist al8o: 



. K^ 7250 j ,,^^ j 
0. = 1,57 -— v^ = 1160 t;' 



oder mit v in m/sek.r 

o, = 0,116 v^ 

In unserem Falle ist v = 10,99 m/sek. 

Also: 

(j, = 0,116 (10,99)' = - 14 kg/cm'. 

Die ganze Beanspruchungskraft im Ringquerschnitt ist dann: 

Z = 14 . 278 = - 3900 kg. 



Bemerkung: £ine allgemeine Untersuchung zeig^ daß die Zugspannung infolge 
der Zeutrifugal kraft in zwei einander gegenüberliegenden Querschnitten am größten ist. 

Wenn ein sehr dünner Ring rotiert, so wird eine Zentrifugalkraft (C) hervor- 
gerufen. Bei wachsender Rotations^esch windigkeit zerreißt schließlich der Ring in 
zwei Querschnitten /und //(Fig. 236) mfolge der durch die Masse des zwischenliegenden 
Teiles erzeugten Zentrifugalkraft. 

Wenn die Größe der Querschnitte f und die Spannung a« ist, so ergibt sich 
die innere Kraft = (fax). 
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Für die drei Kräfte 0, (f o,) und if^^) [siehe Fig. 236] geben die Gleichgewichts- 
bediDgangen: 

2H=0 2JBr==C 

^V =0 1;=—-©, 



li^^^TSc 



£b ist aber: 




[jT=(f-a,) sin ^/2. 



Hier bedeutet m die Masse des Ring- 
Stückes zwischen I und IJ. 

Wir fanden: 2H—C. 
Also: 



m V 



2f-a, ■sin9/j=-^. 



Wenn If die Masse des ganzen Schwang- 
ringes bedeutet, so ist: 

m y 



Jkf 



^^fl^. l!>^ 



oder: 



9 



»l = ;r^ if = 



2:r 

cp G 



Also: 



m = 



27t *" 2« ^ 

Das Ge¥ncht des Schwungringes ist aber: 
ö = 2irÄ.f-Y. 



2ic 



^ 



Damit ergibt sich: 



2f Og sin 9/2 = 



_ jpjp^ 2TrÄjrjj 



oder: 



2 <Jc • sin q>k = 



271 Ä ^ 

4JP . y V' 



Daraus 
1) für 7 = 7c ist dann : 




• — 8iii^/2 * ig ' 

'2g ' g 



2) für 9 als ein sehr kleiner Winkel, ist: sin 9/2 -^ 9/2. 
Also auch: 29 t • v^ y v* 

29 ^ g 

Die Spannung ist also nicht ganz unabhängig vom Winkel <p — und zwar ist 
r, am größten für <p ^= x. 




^m^ . 




Die beiden Ringhälften sind unter sich mittels Lasche und Keilen 
verbunden (Fig. 237): 
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Die La B che (&nB Stahl) wird auf Zog nad auf Flächenpressniig 
beansprucht. 

Zug: P=FK 

1^=3900 kg 
\f=H B — g- B 

(fl= 13 cm 



= 2,5 , 



: 100 Itg/cn 



k^ ist so klein gehalten, um einen passenden 
Wert von B für die Fläehenpressang zu 
erhalten. 

3900 ~ (13 — 2,5) B ■ 100 

£ = - 3,6 cm. 

Fischenpressung (Ewischen Lasche 
und Keil): 

F=^F k 
I P = 3900 kg 
1 F = 3,5 • 2,5 cm' 
, 3900 




3,5 • 2,5 



: -^ 445 kg/cm'. 



Der Keil wird auf Biegung (und 
auf Abschemng) beanspracht. 
Die Gleichnng: 

gibt mit den Werten: 



2^4 ^ 

2,5 A' 



"i^Vs^ 



s-h- 



4J~2\2"''2 i ) 



1000 kg/cm' 

3900 / 5,25 



3 / 5,25 



, 3j5 _ 3^\ _ 
^ 2 i)~ 

h — 4,0 cm. 
h = 5,0 cm. 



Aaegeftthrt: 

Das Rad wird mit 6 Armen ausgeführt. Die Arme sind auf Zug und 
auf Biegnng beansprucht. Man kann annehmen, da^ die Kraft (P,), welche 
den Armquerscbnitt auf Zng beansprucht, sich aus zwei Teilen zusammenBetzt: 

a) aus dem Gewicht des halben Schwongringea = 1106 kg und 

b) ans der Zentrifugalkraft (C), welche '/g des Schwungringes erzeugt: 
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Hier ist: 



Also: 



G'=^ = 370 kg 

jB = 1,75 m 
n = 60. 

C = 0,0011179 . 370 . 1,75 (60)* = 2606 kg 
P, = 1106 + 2606 = 3712 kg. 



Die Armqnerschnitte sind elliptisch. An der Nabe, wo auch das Biegangs- 
moment am größten ist, haben wir einen Querschnitt (Fig. 240): 

2?^= IC y . y = 7c . 8,5 . 4,25 = 113,43 CHI*. 



Hier ist also die Zugspannung: 



a^ = 



P, _ 3712 
F ~ 113,4 



= -^ 33 kg/cIn^ 





Ftlr das ^fliegende^ Schwung- 
rad findet man die — unter 
normalen Betriebsverhältnissen 
— auf Biegung beanspruchende 
Kraft (P^) aus der Zusammen- 
stellung der Tangentialdruck- 
diagramme, und zwar der 
größten üeberschußordinate (Qj) 
zwischen ELraft und Last ent- 
sprechend (Fig. 234). 

In diesem Falle ergab sich am Umfange des Kurbelkreises (r = 37,5 cm) 
eine größte Kraft = 2500 kg. 

Am Umfange des Schwungringes (R = 175 cm) ist also die Tangential- 
kraft: 

P, = 2500-^= 640 kg. 
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DavoD kommt auf jeden Arm : 

540 



-^ 90 kg. 



Das gibt ein Biegungsmoment: 

Jfj = 90 • 175 = 16 760 kgcm. 

Nach Seite 46 ist das Widerstandsmoment für einen elliptischen Querschnitt; 



TT 



32 




— >1T 
AUPfTi^ $0oo^ goooM^ 



Also hier: 



IT 



W=-^ (17)» . 8,5 = 245 cm'. 



Also ist die Biegungsspannnng : 



Ob = 



Mr. 



15750 



= -^ 64 kg/cm' 



W 245 

and somit die größte Beanspmchang 

K = a,+oj,=z33 + U = 97 kg/cm'. 



Beispiel 4: Eine Wasserradwelle ans Flnßeisen ist zu berechnen. 
Das Wasserrad leistet 25 PS. bei 6 Umdrehungen pro Minute. Die Nabe 
ist bei D und E aufgekeilt. Das Gewicht von Wasser und Rad beträgt 
12000 kg. Bei C sitzt ein Zahnrad von 2,25 m Durchmesser und von 
1500 kg Gewicht. Der Zahndruck (PJ wirkt senkrecht nach unten. 



Bei Ä und B (Fig. 242) wirken die Lagerreaktionen: 

(1500 + P.) 327 + 6000 (174 + 57) 



Hier ist: 



377 



P,= 



75 > iV > 60 

^ D 
27r-.n 



75 - 25 ' 60 
2 7t . 1,125 ' 6 



= 7276 kg. 



= 2660 kg 



und 



B = 1 P— A= 1500 + 2650 + 12000 — 7275 = 8876 kg. 



j 
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1. Berechnung der Zapfen: 

Die Zapfen werden mit dem größeren Aaf lagerdrack (8875 kg) berechnet 
und dann beide gleich stark gemacht. 

Wir haben hier Biegung und Flächenpressung. 

Die Biegungsgleichung lautet: 




p ZI. --. _Z^L 

2 10 



Daraus : 



Auf Orund der Flächenpressung ist: 
Wenn wir diese beiden Werte von P einander gleichsetzen^ so ergibt sich : 



^it^JH-b 



0,2 ^ ' ki = d^ ■ l^ ' k. 



oder: 



h _ 1/ 0.2 k. 



Aus dieser Gleichnng, welche die beiden Beansprachangsarten berück- 
sichtigt, finden wir das Verhältnis: 

= t/M^ = 1,634 fttr 1 1* = *^ ''^l''^' 

'SO [k =: 



l 



dl 



30 



Dann gibt z. B. die Gleichung der Flächenpressung: 

P=d, 'k^k 

8875 = dj . 1,634 d^ • 30 



'-^v 



8875 



und folglich: 
Ausgeführt: 



,634 . 30 = ^^^^ ^"^ 

l,=d,' 1,634 = 21,985 cm. 

dj := 186 mm 
{, = 220 mm. 



2. Bestimmung des Durchmessers d^: 

Der Querschnitt I ist auf Biegung 
allein beansprucht: 



5W2¥^ 




M.i= A' 33 



7275 . 33 



= 240075 kgcm. 

► 400 



dl 
240075= * 



10 



d, = -^ 185 mm. 
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3. Bestimmung von d^: 
Im Querschnitt 7/ haben wir Biegung und Drehung: 

Mtii= 7275 • 50 = 363750 kgcm. 

Md =P^ . -^ = 2650 . 112,5 = 298125 kgcm 

Jlf. = 0,35 . 363 750 + 0,65 1/^(363750)^ + (0,62)^ • (298 125)^ 

= 392 520 kgcm 

kj, 400 



a 



1,3 i. 



1,3 . 500 



= 0,62. 



Also: 



dl 
392520= ^ 



10 



400 



d. = 21,4 cm -^ 220 mm. 



4. Bestimmung von d^: 

Der Querschnitt HI (Fig. 245) ist auf Biegung und Drehung be- 
ansprucht: 

Mf,in = 7275 • 203 — 4150 • 153 = 841875 kgCm 

Md= 2654 . 112,5 = 298125 kgcm 



^/i^aJ^f 



f 



'^ 




M. 



0,35 • 841 875 + 0,65 1/(841875)' + (0,62)* • (298 125)' 

== 854910 kgcm 



854 910 = 



d' 



d 



. = f 



10 



. 400 



854910 
40 



= 27,75 cm ^ 280 mm. 



M. 



5. Bestimmung von d^i 

B'40 = 8875 . 40 = 355 000 kgcm 

355 000 = 



iL 

10 



%otl^6 



400 



d = 20,75 cm ^ 210 mm. 



Der Durchmesser unter E könnte, wenn 
man wollte, kleiner als d^ sein. 




Beispiel 5: Eine GeaULngeverbindnag fOr 10000 kg Kraft ist ta be- 
rechnen. Die Kraft pulsiert zwiiichen P}^ und P. 



Bei „Spannungeverbindangen", d. h. solche yerbindangen, bei 
denen bereits im unbelasteten Zustande eine Verspannang vorhanden ist, pflegt 
man mit ^/^ P zu rechnen. 



Zugbeanspruchung : 



estimmnng von d/. 

P=Fk, 



P— s/4 10000 kg 



jt. = 800 kg/cm* (Fln&eisen) 



5/4 10000 = — -L . 800 

d, = - 4,5 cm. 



-% 



Z-hJ 



i 



1v 



2. Bestimmung von cf,: 
Flichenpressnng : 

F~Fk 
(P= */, 10000 kg 

^--T 4 

4 = 800 kg'cm' 
5/4 10000 = (-^-'^).800 



-} 



800 
d, "- 64 cm. 
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3. BeatimmuDg von h: 
a) SchabbeaDsprachnng: 

P = Fc- k. 
{Pz=ij^ 10000 kg 



= '/3 

= 600 kg/cm' 
5/4 10000 = it . 4,6 ■ 2/a ■ 
. 5 • 10000 . 3 



4 . it ■ 4,5 ■ 2 . 600 
= 2,21 cm. 



b) Biegungebeansprucbung : 

Mt = W- k^ 

[Af, = 5/^10000- '^' ~^' 

I ij = 800 kg/cm' 

S/, 10000 ■ ^'^ Y ^'^ = '/6 t • *.5 • A' • 800 

1/ 50000 -1,9-6 . -o 

* = V 4 . 4 . . 4,5 . 800 = W8 ™ 

AuBgefUbrt: 

A ^ 25 mm. 




4. BeBtimmnng der Abm 
a) Beslimmiing von D: 
Zugbeanaprucbnog: 

P=Fk, 
[P— 5/^ 10000 kg 



UDgen der gußeiaeroen Hills e: 



U, = 200 kg/cm* 



^4^^^ 



>.^ 



5/4 10000 =(^f"-^).2ö 

— j— ~ 62,5 + 38,5 = 101 cm' 
D = 11,4 om -- 120 mm. 



L^ 



b) BeBtimmang von A, : 
8obabb«anBpnlcbimg: 

P = s/, 10000 kg 

k, = 200 kg/cm' 

5/4 10000 
IC ■ 7 . Ä, ■ a/a . 200 

50000- 3 

" 4 • it • 7 ■ 2 . 200 
^:= 4,26 cm 

i, = ~ 60 mm. 



^?r±^ 



Die lünge (Ä; Fig. 247) 
bönneD sehr schirach ge- 
halten werden, da aie theo- 
irncht weräen. 



lg einer senkrecht stehenden 
nng ist ans der Fig. 252 



vom Laufrade (^ 1200 kg), 
400 kg), den Spaltdnick 
ruck des Kegelrades (P, -^ 
£en Kegelrades (~ 1500 kg) 
hohlen gn&eieemen Welle 
addiert, so «rgibt sich die 
astang im oberen Spnrli^^: 
- 5000 kg. 

ir Spurzapfen: 

er Kraft 5000 kg bestimmt 
Durchmesser da des Spnr- 



8 Durchmessers (dg) wäre 
ungsarbeit nachzuprüfen. 
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b) Die BchmiedeiBerne Tragstange wird aaf Knickfestigkeit be- 
rechnet (Fall ü) : 

^_10 EjJ 

fP=5000kg 
5 = -- 17 
£;= 2 150 000 kg 

J = ^n- d = ^ 11,6 cm. 



r^r^r^ 10 2 150 000 . TT . d* 

oOUO = — r— X 

17 (470)2 . ß4 



64 
l = 4,7 m 



c) Die gußeiserne Hohlwelle: 

Der senkrechte Zahndrack (P^) erzeugt eine Biegungsbeansprnchung 
mit dem Momente: 

D 

2 



Jlfft = P, ^ = 260 . 110 = 29 000 kgcm. 



Die Umfangskraft am Zahnrade gibt ein Drehmoment: 



Eb ist: p _ ^ • 60 • 75 



46,8 . 60 . 75 



= 766 kg. 



Also: 



it D . n Tc • 2,2 • 40 

Md = 765 . 110 = - 86 000 kgcni. 

Außerdem ist die Hohlwelle auf Zug beansprucht. Die obersten Quer- 
schnitte sind mit 5000 kg belastet, die unteren mit weniger. 

Im Querschnitt 7-7 (Figg. 252 und 253) 
ist nur Zugbeanspruchung vorhanden, wenn wir 
von dem kleinen Zapfenreibungsmoment absehen. 

Die Größe der Querschnittsfläche I ist : 

P = 2 . 22 = 44 cm^ 

Also ist hier: 

, P 5000 .,^ , . j 

*. = -p- = -^^ = 113 kg/cm'. 

Im Querschnitt 11—11 (Pigg. 252 und 
254) ist das ganze Biegungsmoment (M^) und 
Drehungsmoment (Md) wirksam. Außerdem etwa 
3500 kg Zugkraft. 

Also: 
M^ = 0,35 (29000) + 0,65 1/(29000)» +(3/5)^(85000)' =55000 kgcm. 




f/^. t?i 



1,3 . 200 



«<^ = ^4.-(A.)']..eo. 
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Wenn 4er innere Durchmesser d^ = 14 cm angenommen wird; so ergibt 
sich hieraus: 

Dl = 18 cm. 

^. Hierzu kommt noch die Zogbean- 

7A^'^v^ spruchung: 

P 




3500 



k'. 



F 



= IC (18)* 



IC (14)' 
4 



"^ löö" = ^^ k«/cm». 

Die Gesamtbeanspruchung im Quer- 
schnitt II Ist also : 

k = 150 + 35 = 185 kglcm\ 



In den unteren Querschnitten ist die Materialspannung kleiner. 
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